
∅⊢let rec x = fun y →x(y)+1 in x(1) : int 

{x:α→int}⊢fun y →x(y)+1: α→int  {x:∀α.α→int}⊢x(1): int 

{x:∀α.α→int}⊢x: int→int  {x:∀α.α→int}⊢1: int {x:α→int, y:α}⊢x(y)+1: int 

{x:α→int, y:α}⊢x(y): int  {x:α→int, y:α}⊢1: int 

{x:α→int, y:α}⊢x: α→int  {x:α→int, y:α}⊢y: α 

1) 

∅⊢let f = fun x →x in (f f)1 : int 

∅⊢fun x →x : α→α 

{x:α}⊢x: α 

{f:∀α.α→α}⊢(f f)1: int 

{f:∀α.α→α}⊢(f f): int→int  {f:∀α.α→α}⊢1: int 

{f:∀α.α→α}⊢f : int→int {f:∀α.α→α}⊢f : (int→int)→(int→int) 

2) 



∅,(fun f → f(f 2))(fun y → y+1) ⇓ 4 

∅,(fun f → f(f 2)) ⇓ <(fun f → f(f 2)), ∅>  ∅,(fun y → y+1) ⇓ <(fun y → y+1), ∅>   {f: <(fun y → y+1), ∅>}, f(f 2) ⇓ 4 

 η, f ⇓ <(fun y → y+1), ∅> 

B = η, (f 2) ⇓ 3 

C =  { y: 3}, y+1 ⇓ 4 

 { y: 3}, 1 ⇓ 1  { y: 3}, y ⇓ 3 

C 

 η, f ⇓ <(fun y → y+1), ∅> 

B 

 η, 2 ⇓ 2  {y: 2}, y+1 ⇓ 3 

 {y: 2}, 1 ⇓ 1  {y: 2}, y ⇓ 2 

3) 

To reduce nota,onal clu.er, use η as an abbrevia,on for the environment {f: <(fun y → y+1), ∅>}. 



∅,∅⊢(fun x → x:=!x+1)(ref 0) ⇓ (),{ℓ→1} 

∅,∅⊢(fun x → x:=!x+1) ⇓ <(fun x → x:=!x+1) ,∅>,∅  ∅,∅⊢ref 0 ⇓ ℓ, {ℓ→0} 

∅,∅⊢0 ⇓ 0, ∅ 

D = {ℓ→0},{x:ℓ}⊢x:=!x+1 ⇓ (),{ℓ→1} 

{ℓ→0},{x:ℓ}⊢x ⇓ ℓ,{ℓ→0}  {ℓ→0},{x:ℓ}⊢!x+1 ⇓ 1,{ℓ→0} 

{ℓ→0},{x:ℓ}⊢!x ⇓ 0,{ℓ→0} 

{ℓ→0},{x:ℓ}⊢x ⇓ ℓ,{ℓ→0} 

{ℓ→0},{x:ℓ}⊢1 ⇓ 1,{ℓ→0} 

{ℓ→0}(ℓ) = 0 

D 

4)  



5)  

σ⊢e1 e2 ⇓ v, σ3 

σ⊢e1 e2 ⇓ (fun x ‐> e), σ1  σ1⊢e2 ⇓ v2,σ2  σ2⊢e[v2/x] ⇓ v,σ3 


