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2 Equivalent Definitions of a Hermitian Operator

Suppose 〈f |Q̂f〉 = 〈Q̂f |f〉 ∀f(x) in Hilbert space. For any two functions g(x) and h(x) denote f1(x) =
g(x) + h(x) and f2(x) = g(x) + ih(x), then since the operators Q̂ is linear,

〈f1|Q̂f1〉 = 〈(g + h)|Q̂(g + h)〉

= 〈g|Q̂g〉+ 〈g|Q̂h〉+ 〈h|Q̂g〉+ 〈h|Q̂h〉 , (1)

〈f1Q̂|f1〉 = 〈(g + h)Q̂|(g + h)〉

= 〈gQ̂|g〉+ 〈gQ̂|h〉+ 〈hQ̂|g〉+ 〈hQ̂|h〉 , (2)

〈f2|Q̂f2〉 = 〈(g − ih)|Q̂(g + ih)〉

= 〈g|Q̂g〉+ i〈g|Q̂h〉 − i〈h|Q̂g〉 − 〈h|Q̂h〉 , (3)

〈f2Q̂|f2〉 = 〈(g − ih)Q̂|(g + ih)〉

= 〈gQ̂|g〉+ i〈gQ̂|h〉 − i〈hQ̂|g〉 − 〈hQ̂|h〉 . (4)

Considering that 〈g|Q̂g〉 = 〈Q̂g|g〉 and 〈h|Q̂h〉 = 〈Q̂h|h〉, from (1) and (2) we have

〈gQ̂|h〉+ 〈hQ̂|g〉 = 〈g|Q̂h〉+ 〈h|Q̂g〉 , (5)

and from (3) and (4) we have

〈gQ̂|h〉 − 〈hQ̂|g〉 = 〈g|Q̂h〉 − 〈h|Q̂g〉 . (6)

Adding (5) and (6) together,

〈hQ̂|g〉 = 〈g|Q̂h〉 .
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