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âɼƨࣽțƨƉʚʯɼƨ ſɼŗǶȳ ʚƨŗʌƨɼ

� ſɄɄțƨŗȳ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳ Ƕʌ Ƕȳ ƕǶʌȍʯȳƉʚǶ˙ƨ ȳɄɼȭŗț ǑɄɼȭ ǶǑ Ƕʚ
ƉɄȳʌǶʌʚʌ ɄǑ ʚǫƨ ʯȳǶɄȳ ɄǑ Ɖțŗʯʌƨʌ ˝ǫƨɼƨ ƨŗƉǫ Ɖțŗʯʌƨ Ƕʌ
ƉɄȭɱɄʌƨƕ ɄǑ ʚǫƨ ǶȳʚƨɼʌƨƉʚǶɄȳ ɄǑ țǶʚƨɼŗțʌࣖ bɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣘ

ࡹ˕) ^ ࢁ˕ ^ (ࢅ˕ _ ࡽ˕) ^ ࢁ˕ ^ (ࢅ˕ ࣱࡹ࣯

yȭŗǖǶȳƨ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ɱɼɄſțƨȭࣘ 6¥bࣽó�ÿࣗ ˝ǫƨɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ŗ 6¥b
ǑɄɼȭʯțŗࣗ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ȕȳɄ˝ ǶǑ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʌŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚࣖ
İƨ ȕȳɄ˝ ʚ˝Ʉ ʚǫǶȳǖʌࣘ

 bǶȳƕǶȳǖ ŗ ʌŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ ǑɄɼ ŗ 6¥b ǑɄɼȭʯțŗ ʚŗȕƨʌ
ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ʚǶȭƨࣖ

 İƨ Ɖŗȳ ɼƨ˝ɼǶʚƨ ŗȳ˦ ,¥b ǑɄɼȭʯțŗ ŗʌ ŗ 6¥b ǑɄɼȭʯțŗࣖ

pƨȳƉƨ y ƕɄ ʚǫƨ ʌȭŗɼʚ ʚǫǶȳǖ ŗȳƕ ʌŗ˦ ʌǶȳƉƨ ,¥bࣽó�ÿ × 6¥bࣽó�ÿࣗ
ʚǫƨȳ ,¥bࣽó�ÿ 2 ¥âࣖ
�ȭ y ƉɄɼɼƨƉʚࣞ ࡹ



,óࣩE,Eࣽࣘࢅࢁ �ƨƉʚʯɼƨ ࢍࡽ ࣽ ¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨ
ɼƨƕʯƉʚǶɄȳʌ

�ƨƉʚʯɼƨɼࣘ ¥ǶƉȕ˙ŗʌǫ �ŗȳǶ
,ǫŗʚ ȭɄƕƨɼŗʚɄɼࣘ óŗȭǶɼ �ǫŗȳ
�ɱɼǶț ࣗࡽ ࡹࡽࡱࡽ

ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ɄǑ yțțǶȳɄǶʌ ŗʚ Ďɼſŗȳŗࣽ,ǫŗȭɱŗǶǖȳ



âɼƨࣽțƨƉʚʯɼƨ ſɼŗǶȳ ʚƨŗʌƨɼ

� ſɄɄțƨŗȳ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳ Ƕʌ Ƕȳ ƕǶʌȍʯȳƉʚǶ˙ƨ ȳɄɼȭŗț ǑɄɼȭ ǶǑ Ƕʚ
ƉɄȳʌǶʌʚʌ ɄǑ ʚǫƨ ʯȳǶɄȳ ɄǑ Ɖțŗʯʌƨʌ ˝ǫƨɼƨ ƨŗƉǫ Ɖțŗʯʌƨ Ƕʌ
ƉɄȭɱɄʌƨƕ ɄǑ ʚǫƨ ǶȳʚƨɼʌƨƉʚǶɄȳ ɄǑ țǶʚƨɼŗțʌࣖ bɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣘ

ࡹ˕) ^ ࢁ˕ ^ (ࢅ˕ _ ࡽ˕) ^ ࢁ˕ ^ (ࢅ˕ ࣱࡽ࣯

yȭŗǖǶȳƨ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ɱɼɄſțƨȭࣘ 6¥bࣽó�ÿࣗ ˝ǫƨɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ŗ 6¥b
ǑɄɼȭʯțŗࣗ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ȕȳɄ˝ ǶǑ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ʌŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚࣖ
İƨ ȕȳɄ˝ ʚ˝Ʉ ʚǫǶȳǖʌࣘ

 bǶȳƕǶȳǖ ŗ ʌŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ ǑɄɼ ŗ 6¥b ǑɄɼȭʯțŗ ʚŗȕƨʌ
ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ʚǶȭƨࣖ

 İƨ Ɖŗȳ ɼƨ˝ɼǶʚƨ ŗȳ˦ ,¥b ǑɄɼȭʯțŗ ŗʌ ŗ 6¥b ǑɄɼȭʯțŗࣖ

pƨȳƉƨ y ƕɄ ʚǫƨ ʌȭŗɼʚ ʚǫǶȳǖ ŗȳƕ ʌŗ˦ ʌǶȳƉƨ ,¥bࣽó�ÿ × 6¥bࣽó�ÿࣗ
ʚǫƨȳ ,¥bࣽó�ÿ 2 ¥âࣖ
�ȭ y ƉɄɼɼƨƉʚࣞ ࡽ

SAAT GNR x U xzVx3 N au xzVxs N

satisfying x c O xz

XE X Xi

Construction of
reduction take

2

I
error

ppl CNF f Gaven
DNAflex at XIXz 1 XXT



ÿɄƕŗ˦

¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨȳƨʌʌ ɄǑ ʚ˝Ʉ ɱɼɄſțƨȭʌࣘ

 pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ
 ɄțɄɼ,ࣽࢁ

yȭɱɄɼʚŗȳʚࣘ ʯȳƕƨɼʌʚŗȳƕǶȳǖ ʚǫƨ ɱɼɄſțƨȭʌ ŗȳƕ ʚǫŗʚ ʚǫƨ˦ ŗɼƨ ǫŗɼƕࣖ

âɼɄɄǑʌ ŗȳƕ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳʌ ˝Ƕțț ſƨ ʌȕƨʚƉǫ˦ ŗȳƕ ȭŗǶȳț˦ ʚɄ ǖǶ˙ƨ ŗ
̈ŗ˙Ʉɼ

ࢁ

c END
3gaTE PX

I

µP Complete
N hard Charder than all DPproblems

CNP 5 Write polytime certifier

Cs t
T T

P Instance solution



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ó�ÿࢁ ʚɄ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ
,˦Ɖțƨ



6ǶɼƨƉʚƨƕ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ

yȳɱʯʚ eǶ˙ƨȳ ŗ ƕǶɼƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫ a = (Ğ, B) ˝Ƕʚǫ ȩ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ
eɄŗț 6Ʉƨʌ a ǫŗ˙ƨ ŗ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨࣞ

 ࣽࡽ � pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨ Ƕʌ ŗ Ɖ˦Ɖțƨ Ƕȳ ʚǫƨ ǖɼŗɱǫ
ʚǫŗʚ ˙ǶʌǶʚʌ ƨ˙ƨɼ˦ ˙ƨɼʚƨ˥ Ƕȳ a ƨ˥ŗƉʚț˦ ɄȳƉƨ

ࢅ



6ǶɼƨƉʚƨƕ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ

yȳɱʯʚ eǶ˙ƨȳ ŗ ƕǶɼƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫ a = (Ğ, B) ˝Ƕʚǫ ȩ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ
eɄŗț 6Ʉƨʌ a ǫŗ˙ƨ ŗ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨࣞ

 ࣽࡽ � pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨ Ƕʌ ŗ Ɖ˦Ɖțƨ Ƕȳ ʚǫƨ ǖɼŗɱǫ
ʚǫŗʚ ˙ǶʌǶʚʌ ƨ˙ƨɼ˦ ˙ƨɼʚƨ˥ Ƕȳ a ƨ˥ŗƉʚț˦ ɄȳƉƨ

ࢅ

CCGCN.ES VCI

for Cw in Vc

check it Cut vC

EE
Mark VED t e

Proves HC E NP
Want to prove HC E NP herd



yʌ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ǖɼŗɱǫ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳŗȳࣞ

ŗ ĸƨʌࣖ
ſ ¥Ʉࣖ

ࢉ



6ǶɼƨƉʚƨƕ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ Ƕʌ ¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨ

 6ǶɼƨƉʚƨƕ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ Ƕʌ Ƕȳ �×ࣘ ƨ˥ƨɼƉǶʌƨ
 pŗɼƕȳƨʌʌࣘ İƨ ˝Ƕțț ʌǫɄ˝
ó�ÿࣽࢁ × 6ǶɼƨƉʚƨƕ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ

A˕

R AĪtĩ tĪ ĸEó

¥¶

ࢍ

NPhard



6ǶɼƨƉʚƨƕ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ Ƕʌ ¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨ

 6ǶɼƨƉʚƨƕ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ Ƕʌ Ƕȳ �×ࣘ ƨ˥ƨɼƉǶʌƨ
 pŗɼƕȳƨʌʌࣘ İƨ ˝Ƕțț ʌǫɄ˝
ó�ÿࣽࢁ × 6ǶɼƨƉʚƨƕ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ

A˕

R AĪtĩ tĪ ĸEó

¥¶

ࢍ

Ay ORALAc

Ap e Decidersat

Ix CNF

Iy Glue

I
have HC if 6 is satisfiable

no AC if is notsatisfied



éƨƕʯƉʚǶɄȳ

eǶ˙ƨȳ ó�ÿࣽࢁ ǑɄɼȭʯțŗ ' Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖɼŗɱǫ a' ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ

 a' ǫŗʌ ŗ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨ ǶǑ ŗȳƕ Ʉȳț˦ ǶǑ ' Ƕʌ ʌŗʚǶʌ̇ŗſțƨ
 a' ʌǫɄʯțƕ ſƨ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚǶſțƨ ǑɼɄȭ ' ſ˦ ŗ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ʚǶȭƨ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭ A

¥ɄʚŗʚǶɄȳࣘ ' ǫŗʌ ȩ ˙ŗɼǶŗſțƨʌ ,ࡹ˕ ,ࡽ˕ . . . , ˕ȩ ŗȳƕ ȣ Ɖțŗʯʌƨʌ
,ࡹ* ,ࡽ* . . . , *ȣࣖ





éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ bǶɼʌʚ yƕƨŗʌ

 ĬǶƨ˝Ƕȳǖ ó�ÿࣘ �ʌʌǶǖȳ ˙ŗțʯƨʌ ʚɄ ȩ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣗ ŗȳƕ ƨŗƉǫ Ɖțŗʯʌƨʌ
ǫŗʌ ࢁ ˝ŗ˦ʌ Ƕȳ ˝ǫǶƉǫ Ƕʚ Ɖŗȳ ſƨ ʌŗʚǶʌ̇ƨƕࣖ

 ,ɄȳʌʚɼʯƉʚ ǖɼŗɱǫ ˝Ƕʚǫ ȩࡽ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨʌࣗ ˝ǫƨɼƨ ƨŗƉǫ
Ɖ˦Ɖțƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕʌ ʚɄ ʌɄȭƨ ſɄɄțƨŗȳ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚࣖ

 ÿǫƨȳ ŗƕƕ ȭɄɼƨ ǖɼŗɱǫ ʌʚɼʯƉʚʯɼƨ ʚɄ ƨȳƉɄƕƨ ƉɄȳʌʚɼŗǶȳʚʌ Ʉȳ
ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚʌ ǶȭɱɄʌƨƕ ſ˦ ʚǫƨ Ɖțŗʯʌƨʌࣖ



X V xzVxz



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ y

¥ƨƨƕ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖɼŗɱǫ ǑɼɄȭ ŗȳ˦ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ſɄɄțƨŗȳ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚࣖ
,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳࣘ

ǋ (ࡹ˕) = ࡹ ࣱࢁ࣯

İƨ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ Ɖ˦ƉțǶƉ ǖɼŗɱǫ ʚǫŗʚ ŗț˝ŗ˦ʌ ǫŗʌ ŗ ǫŗȭǶțʚɄȳǶŗȳࣘ

$ʯʚ ǫɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ʚǫƨ ˙ŗɼǶŗſțƨࣞ

࢙

e
always satisfied

I literal



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ y

¥ƨƨƕ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖɼŗɱǫ ǑɼɄȭ ŗȳ˦ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ſɄɄțƨŗȳ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚࣖ
,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳࣘ

ǋ (ࡹ˕) = ࡹ ࣱࢁ࣯

İƨ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ Ɖ˦ƉțǶƉ ǖɼŗɱǫ ʚǫŗʚ ŗț˝ŗ˦ʌ ǫŗʌ ŗ ǫŗȭǶțʚɄȳǶŗȳࣘ

···

v1_1

v1_2

v1_3

v1_4v1_n-2

v1_n-1

v1_n

$ʯʚ ǫɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ʚǫƨ ˙ŗɼǶŗſțƨࣞ

࢙

2 ways
to SAT fCx

x ie
x I



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ y

¥ƨƨƕ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖɼŗɱǫ ǑɼɄȭ ŗȳ˦ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ſɄɄțƨŗȳ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚࣖ
,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳࣘ

ǋ (ࡹ˕) = ࡹ ࣱࢁ࣯

İƨ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ Ɖ˦ƉțǶƉ ǖɼŗɱǫ ʚǫŗʚ ŗț˝ŗ˦ʌ ǫŗʌ ŗ ǫŗȭǶțʚɄȳǶŗȳࣘ

···

v1_1

v1_2

v1_3

v1_4v1_n-2

v1_n-1

v1_n

$ʯʚ ǫɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ʚǫƨ ˙ŗɼǶŗſțƨࣞ
࢙



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ y

¥ƨƨƕ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖɼŗɱǫ ǑɼɄȭ ŗȳ˦ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ſɄɄțƨŗȳ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚࣖ
,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳࣘ

ǋ (ࡹ˕) = ࡹ ࣱࢅ࣯

¡ŗ˦ſƨ ˝ƨ Ɖŗȳ ƨȳƉɄƕƨ ʚǫƨ ˙ŗɼǶŗſțƨ ࡹ˕ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ʚǫƨ Ɖ˦Ɖțƨ
ƕǶɼƨƉʚǶɄȳࣘ

···

v1_1

v1_2

v1_3

v1_4v1_n-2

v1_n-1

v1_n

···

v1_1

v1_2

v1_3

v1_4v1_n-2

v1_n-1

v1_n

ࡱࡹ



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ y

¥ƨƨƕ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖɼŗɱǫ ǑɼɄȭ ŗȳ˦ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ſɄɄțƨŗȳ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚࣖ
,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳࣘ

ǋ (ࡹ˕) = ࡹ ࣱࢅ࣯

¡ŗ˦ſƨ ˝ƨ Ɖŗȳ ƨȳƉɄƕƨ ʚǫƨ ˙ŗɼǶŗſțƨ ࡹ˕ Ƕȳ ʚƨɼȭʌ ɄǑ ʚǫƨ Ɖ˦Ɖțƨ
ƕǶɼƨƉʚǶɄȳࣘ

···

v1_1

v1_2

v1_3

v1_4v1_n-2

v1_n-1

v1_n

yǑ ࡹ˕ = ࡹ

···

v1_1

v1_2

v1_3

v1_4v1_n-2

v1_n-1

v1_n

yǑ ࡹ˕ = ࡱ ࡱࡹ

clockwise means counterelockwis
means variablevariable _1

0



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ȭʯțʚǶɱțƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ ࣱࢉ࣯

¡ŗ˦ſƨ ʚ˝Ʉ ƉǶɼƉțƨʌࣞ ¥Ʉ˝ ˝ƨ ȳƨƨƕ ʚɄ ƉɄȳȳƨƉʚ ʚǫƨȭ ʌɄ ʚǫŗʚ ˝ƨ
ǫŗ˙ƨ ŗ ʌǶȳǖțƨ ǫŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫ

ࡹࡹ

00

xc Xz Oc



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ȭʯțʚǶɱțƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ ࣱࢉ࣯

¡ŗ˦ſƨ ʚ˝Ʉ ƉǶɼƉțƨʌࣞ ¥Ʉ˝ ˝ƨ ȳƨƨƕ ʚɄ ƉɄȳȳƨƉʚ ʚǫƨȭ ʌɄ ʚǫŗʚ ˝ƨ
ǫŗ˙ƨ ŗ ʌǶȳǖțƨ ǫŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫ

···

v1_1

v1_2

v1_3

v1_4v1_n-2

v1_n-1

v1_n

···

v2_1

v2_2

v2_3

v2_4v2_n-2

v2_n-1

v2_n

x1 x2

ࡹࡹ

Xp 0

2
1



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ȭʯțʚǶɱțƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ ࣱࢍ࣯

¥Ʉ˝ ˝ƨ ȳƨƨƕ ʚɄ ƉɄȳȳƨƉʚ ʚǫƨȭ ʌɄ ʚǫŗʚ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ʌǶȳǖțƨ
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ȭʯțʚǶɱțƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ ࣱࢍ࣯

¥Ʉ˝ ˝ƨ ȳƨƨƕ ʚɄ ƉɄȳȳƨƉʚ ʚǫƨȭ ʌɄ ʚǫŗʚ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ʌǶȳǖțƨ
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ȭʯțʚǶɱțƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ ࣱ࣯

İɄʯțƕ ſƨ ȳǶƉƨ ʚɄ ǫŗ˙ƨ ŗ ʌǶȳǖțƨ ʌʚŗɼʚࣩʌʚɄɱ ȳɄƕƨࣖ
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ȭʯțʚǶɱțƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ ࣱ࣯

İɄʯțƕ ſƨ ȳǶƉƨ ʚɄ ǫŗ˙ƨ ŗ ʌǶȳǖțƨ ʌʚŗɼʚࣩʌʚɄɱ ȳɄƕƨࣖ
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ȭʯțʚǶɱțƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ ࣱ࣯

eƨʚʚǶȳǖ ŗ ſǶʚ ȭƨʌʌ ࣖ˦ �ƨʚऒʌ ɼƨɄɼǖŗȳǶ˲ƨࣘ
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ȭʯțʚǶɱțƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ ࣱ࣯

eƨʚʚǶȳǖ ŗ ſǶʚ ȭƨʌʌ ࣖ˦ �ƨʚऒʌ ɼƨɄɼǖŗȳǶ˲ƨࣘ

···
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ȭʯțʚǶɱțƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ ࣱ࢙࣯

ÿǫǶʌ Ƕʌ ǫɄ˝ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨ ˙ŗɼǶŗſțƨ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚʌ Ƕȳ ŗ ˙ŗɼǶŗſțƨ țɄɄɱࣛ

···v1_1 v1_2 v1_3 v1_4 v1_n-2 v1_n-1 v1_nx1

s

t

x2 ···v1_1 v1_2 v1_3 v1_4 v1_n-2 v1_n-1 v1_n

ࢉࡹ

O
X Xz I a

has
2 HC



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yyy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ǫŗȳƕțƨ Ɖțŗʯʌƨʌࣞ

ǋ (ࡹ˕) = ࡹ˕ ࣱࡱࡹ࣯

�ƨʚʌ ǖɄ ſŗƉȕ ʚɄ Ʉʯɼ Ʉȳƨ ˙ŗɼǶŗſțƨ ǖɼŗɱǫࣘ
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yyy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ǫŗȳƕțƨ Ɖțŗʯʌƨʌࣞ

ǋ (ࡹ˕) = ࡹ˕ ࣱࡹࡹ࣯

�ƕƕ ȳɄƕƨ ǑɄɼ Ɖțŗʯʌƨࣘ
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yyy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ǫŗȳƕțƨ Ɖțŗʯʌƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ˕) _ (ࡽ˕ ࣱࡽࡹ࣯
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yyy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ǫŗȳƕțƨ Ɖțŗʯʌƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ˕) _ (ࡽ˕ ࣱࡽࡹ࣯

İǫŗʚ ƕɄ ˝ƨ ƕɄ ǶǑ ʚǫƨ Ɖțŗʯʌƨ ǫŗʌ ʚ˝Ʉ țǶʚƨɼŗțʌࣘ
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éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ EȳƉɄƕǶȳǖ Ƕƕƨŗ yyy

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ǫŗȳƕțƨ Ɖțŗʯʌƨʌࣞ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ˕) _ (ࡽ˕ ^ ࡹ˕) _ (ࡽ˕ ࣱࢁࡹ࣯

İǫŗʚ ǶǑ ʚǫƨ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳ ǫŗʌ ȭʯțʚǶɱțƨ Ɖțŗʯʌƨʌࣘ
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ÿǫƨ éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ éƨ˙Ƕƨ˝ y

 ÿɼŗ˙ƨɼʌƨ ɱŗʚǫ Ǯ ǑɼɄȭ țƨǑʚ ʚɄ ɼǶǖǫʚ Ƕ˽ ˕Ǯ Ƕʌ ʌƨʚ ʚɄ ʚɼʯƨ
 EŗƉǫ ɱŗʚǫ ǫŗʌ +ȣ)ࢁ (ࡹ ȳɄƕƨʌ ˝ǫƨɼƨ ȣ Ƕʌ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ
Ɖțŗʯʌƨʌ Ƕȳ 'ࣙ ȳɄƕƨʌ ȳʯȭſƨɼƨƕ ǑɼɄȭ țƨǑʚ ʚɄ ɼǶǖǫʚ ࡹ࣯ ʚɄ
+ȣࢁ ࣱࢁ
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ÿǫƨ éƨƕʯƉʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣘ éƨ˙Ƕƨ˝ yy

�ƕƕ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ ǑɄɼ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣖ ƅȃ ǫŗʌ ƨƕǖƨ ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ŗȳƕ ʋȹ
˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ ǶǑ ˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣗ ŗȳƕ ǫŗʌ ƨƕǖƨ
ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ ŗȳƕ ʋȹ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ǶǑ ¬˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ *ȃࣖ

¬x1 _ ¬x2 _ ¬x3x1 _ ¬x2 _ x4
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ÿǫƨ éƨƕʯƉʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣘ éƨ˙Ƕƨ˝ yy

�ƕƕ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ ǑɄɼ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣖ ƅȃ ǫŗʌ ƨƕǖƨ ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ŗȳƕ ʋȹ
˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ ǶǑ ˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣗ ŗȳƕ ǫŗʌ ƨƕǖƨ
ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ ŗȳƕ ʋȹ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ǶǑ ¬˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ *ȃࣖ
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ÿǫƨ éƨƕʯƉʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣘ éƨ˙Ƕƨ˝ yy

�ƕƕ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ ǑɄɼ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣖ ƅȃ ǫŗʌ ƨƕǖƨ ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ŗȳƕ ʋȹ
˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ ǶǑ ˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣗ ŗȳƕ ǫŗʌ ƨƕǖƨ
ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ ŗȳƕ ʋȹ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ǶǑ ¬˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ *ȃࣖ

¬x1 _ ¬x2 _ ¬x3x1 _ ¬x2 _ x4
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ÿǫƨ éƨƕʯƉʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣘ éƨ˙Ƕƨ˝ yy

�ƕƕ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ ǑɄɼ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣖ ƅȃ ǫŗʌ ƨƕǖƨ ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ŗȳƕ ʋȹ
˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ ǶǑ ˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣗ ŗȳƕ ǫŗʌ ƨƕǖƨ
ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ ŗȳƕ ʋȹ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ǶǑ ¬˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ *ȃࣖ
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ÿǫƨ éƨƕʯƉʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣘ éƨ˙Ƕƨ˝ yy

�ƕƕ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ ǑɄɼ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣖ ƅȃ ǫŗʌ ƨƕǖƨ ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ŗȳƕ ʋȹ
˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ ǶǑ ˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣗ ŗȳƕ ǫŗʌ ƨƕǖƨ
ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ ŗȳƕ ʋȹ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ǶǑ ¬˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ *ȃࣖ

¬x1 _ ¬x2 _ ¬x3x1 _ ¬x2 _ x4
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ÿǫƨ éƨƕʯƉʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣘ éƨ˙Ƕƨ˝ yy

�ƕƕ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ ǑɄɼ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣖ ƅȃ ǫŗʌ ƨƕǖƨ ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ŗȳƕ ʋȹ
˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ ǶǑ ˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣗ ŗȳƕ ǫŗʌ ƨƕǖƨ
ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ ŗȳƕ ʋȹ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ǶǑ ¬˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ *ȃࣖ

¬x1 _ ¬x2 _ ¬x3x1 _ ¬x2 _ x4
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ÿǫƨ éƨƕʯƉʚǶɄȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣘ éƨ˙Ƕƨ˝ yy

�ƕƕ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ ǑɄɼ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣖ ƅȃ ǫŗʌ ƨƕǖƨ ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ŗȳƕ ʋȹ
˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ ǶǑ ˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣗ ŗȳƕ ǫŗʌ ƨƕǖƨ
ǋɮȹȣ ˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ ŗȳƕ ʋȹ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ ǶǑ ¬˕Ǯ ŗɱɱƨŗɼʌ Ƕȳ *ȃࣖ

¬x1 _ ¬x2 _ ¬x3x1 _ ¬x2 _ x4
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,ɄɼɼƨƉʚȳƨʌʌ âɼɄɄǑ

ÿǫƨɄɼƨȭ
' ǣŗɾ ŗ ɾŗʋǮɾǋ˖Ǯȩǐ ŗɾɾǮǐȩȣƣȩʋ Ǯ˹ a' ǣŗɾ ŗ lŗȣǮȑʋȹȩǮŗȩ ƅ˖ƅȑƣࣖ

$ŗʌƨƕ Ʉȳ ɱɼɄ˙Ƕȳǖ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ʚ˝Ʉ țƨȭȭŗʌࣖ

�ƨȭȭŗ
tǋ ' ǣŗɾ ŗ ɾŗʋǮɾǋ˖Ǯȩǐ ŗɾɾǮǐȩȣƣȩʋ ʋǣƣȩ a' ǣŗɾ ŗ lŗȣǮȑʋȹȩ ƅ˖ƅȑƣࣖ

�ƨȭȭŗ
tǋ a' ǣŗɾ ŗ lŗȣǮȑʋȹȩ ƅ˖ƅȑƣ ʋǣƣȩ ' ǣŗɾ ŗ ɾŗʋǮɾǋ˖Ǯȩǐ ŗɾɾǮǐȩȣƣȩʋࣖ

ࡽࡽ



óŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ! pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ

�ƨȭȭŗ
tǋ ' ǣŗɾ ŗ ɾŗʋǮɾǋ˖Ǯȩǐ ŗɾɾǮǐȩȣƣȩʋ ʋǣƣȩ a' ǣŗɾ ŗ lŗȣǮȑʋȹȩ ƅ˖ƅȑƣࣖ

âɼɄɄǑࣖ
) �ƨʚ ŗ ſƨ ʚǫƨ ʌŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ ǑɄɼ 'ࣖ 6ƨ̇ȳƨ

pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌ
 yǑ ŗ(˕Ǯ) = ࡹ ʚǫƨȳ ʚɼŗ˙ƨɼʌƨ ɱŗʚǫ Ǯ ǑɼɄȭ țƨǑʚ ʚɄ ɼǶǖǫʚ
 yǑ ŗ(˕Ǯ) = ࡱ ʚǫƨȳ ʚɼŗ˙ƨɼʌƨ ɱŗʚǫ Ǯ ǑɼɄȭ ɼǶǖǫʚ ʚɄ țƨǑʚ
 bɄɼ ƨŗƉǫ Ɖțŗʯʌƨࣗ ɱŗʚǫ ɄǑ ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ˙ŗɼǶŗſțƨ Ƕʌ Ƕȳ ʚǫƨ
एɼǶǖǫʚऐ ƕǶɼƨƉʚǶɄȳ ʚɄ ʌɱțǶƉƨ Ƕȳ ʚǫƨ ȳɄƕƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ ʚɄ
Ɖțŗʯʌƨ

ࢁࡽ

ii



pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ! óŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ

óʯɱɱɄʌƨ ⇧ Ƕʌ ŗ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨ Ƕȳ a'
6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
İƨ ʌŗ˦ ⇧ Ƕʌ ƅŗȩȹȩǮƅŗȑ ǶǑ ǑɄɼ ƨŗƉǫ Ɖțŗʯʌƨ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ ʚǫƨ ƨƕǖƨ ɄǑ ⇧
ƨȳʚƨɼǶȳǖ ƅȃ ŗȳƕ ƨƕǖƨ ɄǑ ⇧ țƨŗ˙Ƕȳǖ ƅȃ ŗɼƨ ǑɼɄȭ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ɱŗʚǫ
ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ ʚɄ ʌɄȭƨ ˙ŗɼǶŗſțƨ ˕Ǯࣖ ¶ʚǫƨɼ˝Ƕʌƨ ⇧ Ƕʌ
ȩȹȩࣽƅŗȩȹȩǮƅŗȑ Ʉɼ ƨȭɱǫƉǫƨŗʚǶȳǖࣖ

�ƨȭȭŗ
Bˉƣɮ˖ lŗȣǮȑʋȹȩ ƅ˖ƅȑƣ Ǯȩ a' Ǯɾ ƅŗȩȹȩǮƅŗȑࣖ

ࢅࡽ



pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ! óŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ

óʯɱɱɄʌƨ ⇧ Ƕʌ ŗ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨ Ƕȳ a'
6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
İƨ ʌŗ˦ ⇧ Ƕʌ ƅŗȩȹȩǮƅŗȑ ǶǑ ǑɄɼ ƨŗƉǫ Ɖțŗʯʌƨ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ ʚǫƨ ƨƕǖƨ ɄǑ ⇧
ƨȳʚƨɼǶȳǖ ƅȃ ŗȳƕ ƨƕǖƨ ɄǑ ⇧ țƨŗ˙Ƕȳǖ ƅȃ ŗɼƨ ǑɼɄȭ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ɱŗʚǫ
ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ ʚɄ ʌɄȭƨ ˙ŗɼǶŗſțƨ ˕Ǯࣖ ¶ʚǫƨɼ˝Ƕʌƨ ⇧ Ƕʌ
ȩȹȩࣽƅŗȩȹȩǮƅŗȑ Ʉɼ ƨȭɱǫƉǫƨŗʚǶȳǖࣖ

�ƨȭȭŗ
Bˉƣɮ˖ lŗȣǮȑʋȹȩ ƅ˖ƅȑƣ Ǯȩ a' Ǯɾ ƅŗȩȹȩǮƅŗȑࣖ

ࢅࡽ



âɼɄɄǑ ɄǑ �ƨȭȭŗ

�ƨȭȭŗ
Bˉƣɮ˖ lŗȣǮȑʋȹȩ ƅ˖ƅȑƣ Ǯȩ a' Ǯɾ ƅŗȩȹȩǮƅŗȑࣖ

 yǑ ⇧ ƨȳʚƨɼʌ ƅȃ ࣯˙ƨɼʚƨ˥ ǑɄɼ Ɖțŗʯʌƨ *ȃࣱ ǑɼɄȭ ˙ƨɼʚƨ˥ ȃࢁ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ
ʚǫƨȳ Ƕʚ ȭʯʌʚ țƨŗ˙ƨ ʚǫƨ Ɖțŗʯʌƨ ˙ƨɼʚƨ˥ Ʉȳ ƨƕǖƨ ʚɄ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ
ʚǫƨ ɾŗȣƣ ɤŗʋǣ Ǯ

 yǑ ȳɄʚࣗ ʚǫƨȳ Ʉȳț˦ ʯȳ˙ǶʌǶʚƨƕ ȳƨǶǖǫſɄɼ ɄǑ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ Ƕʌ
+ȃࢁ ࡽ

 ÿǫʯʌࣗ ˝ƨ ƕɄȳऒʚ ǫŗ˙ƨ ʚ˝Ʉ ʯȳ˙ǶʌǶʚƨƕ ȳƨǶǖǫſɄɼʌ ࣯Ʉȳƨ ʚɄ ƨȳʚƨɼ
ǑɼɄȭࣗ ŗȳƕ ʚǫƨ Ʉʚǫƨɼ ʚɄ țƨŗ˙ƨࣱ ʚɄ ǫŗ˙ƨ ŗ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ

 óǶȭǶțŗɼț ࣗ˦ ǶǑ ⇧ ƨȳʚƨɼʌ ƅȃ ǑɼɄȭ ˙ƨɼʚƨ˥ +ȃࢁ ࡹ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ ʚǫƨȳ Ƕʚ
ȭʯʌʚ țƨŗ˙ƨ ʚǫƨ Ɖțŗʯʌƨ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃ Ʉȳ ƨƕǖƨ ʚɄ ȃࢁ Ʉȳ ɱŗʚǫ Ǯ

ࢉࡽ



pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ =) óŗʚǶʌǑ˦Ƕȳǖ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ ࣯ƉɄȳʚƕࣱ

�ƨȭȭŗ
�ȩ˖ ƅŗȩȹȩǮƅŗȑ lŗȣǮȑʋȹȩ ƅ˖ƅȑƣ Ǯȩ a' ƅȹɮɮƣɾɤȹȩƐɾ ʋȹ ŗ ɾŗʋǮɾǋ˖Ǯȩǐ
ʋɮʠʋǣ ŗɾɾǮǐȩȣƣȩʋ ʋȹ 'ࣖ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ŗ ƉŗȳɄȳǶƉŗț pŗȭǶțʚɄȳ Ɖ˦Ɖțƨ ⇧ࣖ

 bɄɼ ƨ˙ƨɼ˦ Ɖțŗʯʌƨ ˙ƨɼʚƨ˥ ƅȃࣗ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ˙ǶʌǶʚƨƕ ǶȭȭƨƕǶŗʚƨț˦
ſƨǑɄɼƨ ŗȳƕ ŗǑʚƨɼ ƅȃ ŗɼƨ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ſ˦ ŗȳ ƨƕǖƨ Ʉȳ ʌŗȭƨ
ɱŗʚǫ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ ʚɄ ʌɄȭƨ ˙ŗɼǶŗſțƨ ˕Ǯ

 İƨ Ɖŗȳ ɼƨȭɄ˙ƨ ƅȃ ǑɼɄȭ Ɖ˦Ɖțƨࣗ ŗȳƕ ǖƨʚ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨ Ƕȳ
a� ƅȃ

 pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨ ǑɼɄȭ ⇧ Ƕȳ a� {ƅࡹ, . . . ƅȣ} ʚɼŗ˙ƨɼʌƨʌ ƨŗƉǫ
ɱŗʚǫ Ƕȳ Ʉȳț˦ Ʉȳƨ ƕǶɼƨƉʚǶɄȳࣗ ˝ǫǶƉǫ ƕƨʚƨɼȭǶȳƨʌ ʚɼʯʚǫ
ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ

 Eŗʌ˦ ʚɄ ˙ƨɼǶǑ˦ ʚǫŗʚ ʚǫǶʌ ʚɼʯʚǫ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ ʌŗʚǶʌ̇ƨʌ '
ࢍࡽ



pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ Ɖ˦Ɖțƨ Ƕȳ ʯȳƕǶɼƨƉʚƨƕ
ǖɼŗɱǫ



pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ Ƕȳ āȩƐǮɮƣƅʋƣƐ eɼŗɱǫʌ

âɼɄſțƨȭ
tȩɤʠʋ aǮˉƣȩ ʠȩƐǮɮƣƅʋƣƐ ǐɮŗɤǣ a = (Ğ, B)
aȹŗȑ 3ȹƣɾ a ǣŗˉƣ ŗ lŗȣǮȑʋȹȩǮŗȩ ƅ˖ƅȑƣࣝ òǣŗʋ Ǯɾࣗ Ǯɾ ʋǣƣɮƣ

ŗ ƅ˖ƅȑƣ ʋǣŗʋ ˉǮɾǮʋɾ ƣˉƣɮ˖ ˉƣɮʋƣ˕ ƣ˕ŗƅʋȑ˖ ȹȩƣ ࣯ƣ˕ƅƣɤʋ
ɾʋŗɮʋ ŗȩƐ ƣȩƐ ˉƣɮʋƣ˕ࣰࣝ

ࡽ

Orreeted HC Ep Undirected Itc

We've prouedbdirectedHeisDP complet

n

DIR Hc Decider



¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨȳƨʌʌ

ÿǫƨɄɼƨȭ
lŗȣǮȑʋȹȩǮŗȩ ƅ˖ƅȑƣ ɤɮȹŻȑƣȣ ǋȹɮ ʯȳƕǶɼƨƉʚƨƕ ǐɮŗɤǣɾ Ǯɾ
�×ࣽ*ȹȣɤȑƣʋƣࣖ

âɼɄɄǑࣖ
 ÿǫƨ ɱɼɄſțƨȭ Ƕʌ Ƕȳ ¥âࣙ ɱɼɄɄǑ țƨǑʚ ŗʌ ƨ˥ƨɼƉǶʌƨࣖ
 pŗɼƕȳƨʌʌ ɱɼɄ˙ƨƕ ſ˦ ɼƨƕʯƉǶȳǖ 6ǶɼƨƉʚƨƕ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ
ʚɄ ʚǫǶʌ ɱɼɄſțƨȭ

ࡽ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ óȕƨʚƉǫ

eɄŗțࣘ eǶ˙ƨȳ ƕǶɼƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫ aࣗ ȳƨƨƕ ʚɄ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ʯȳƕǶɼƨƉʚƨƕ
ǖɼŗɱǫ a0 ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ a ǫŗʌ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ âŗʚǫ Ƕ˽ a0 ǫŗʌ
pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫ

éƨƕʯƉʚǶɄȳ



b

a
v

c

d

࢙ࡽ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ óȕƨʚƉǫ

eɄŗțࣘ eǶ˙ƨȳ ƕǶɼƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫ aࣗ ȳƨƨƕ ʚɄ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ʯȳƕǶɼƨƉʚƨƕ
ǖɼŗɱǫ a0 ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ a ǫŗʌ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ âŗʚǫ Ƕ˽ a0 ǫŗʌ
pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫ

éƨƕʯƉʚǶɄȳ
 éƨɱțŗƉƨ ƨŗƉǫ ˙ƨɼʚƨ˥ ˉ ſ˦ ࢁ ˙ƨɼʚǶƉƨʌࣘ ˉǮȩ, ˉ, ŗȳƕ ˉȹʠʋ


b

a
v

c

d

࢙ࡽ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ óȕƨʚƉǫ

eɄŗțࣘ eǶ˙ƨȳ ƕǶɼƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫ aࣗ ȳƨƨƕ ʚɄ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ʯȳƕǶɼƨƉʚƨƕ
ǖɼŗɱǫ a0 ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ a ǫŗʌ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ âŗʚǫ Ƕ˽ a0 ǫŗʌ
pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫ

éƨƕʯƉʚǶɄȳ
 éƨɱțŗƉƨ ƨŗƉǫ ˙ƨɼʚƨ˥ ˉ ſ˦ ࢁ ˙ƨɼʚǶƉƨʌࣘ ˉǮȩ, ˉ, ŗȳƕ ˉȹʠʋ
 � ƕǶɼƨƉʚƨƕ ƨƕǖƨ (ŗ,Ż) Ƕʌ ɼƨɱțŗƉƨƕ ſ˦ ƨƕǖƨ (ŗȹʠʋ,ŻǮȩ)

b

a
v

c

d

࢙ࡽ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ óȕƨʚƉǫ

eɄŗțࣘ eǶ˙ƨȳ ƕǶɼƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫ aࣗ ȳƨƨƕ ʚɄ ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ʯȳƕǶɼƨƉʚƨƕ
ǖɼŗɱǫ a0 ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ a ǫŗʌ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ âŗʚǫ Ƕ˽ a0 ǫŗʌ
pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫ

éƨƕʯƉʚǶɄȳ
 éƨɱțŗƉƨ ƨŗƉǫ ˙ƨɼʚƨ˥ ˉ ſ˦ ࢁ ˙ƨɼʚǶƉƨʌࣘ ˉǮȩ, ˉ, ŗȳƕ ˉȹʠʋ
 � ƕǶɼƨƉʚƨƕ ƨƕǖƨ (ŗ,Ż) Ƕʌ ɼƨɱțŗƉƨƕ ſ˦ ƨƕǖƨ (ŗȹʠʋ,ŻǮȩ)

b

a
v

c

d bo

vi

ao
v vo

di

ci

࢙ࡽ

ai

C



éƨƕʯƉʚǶɄȳࣘ İɼŗɱʯɱ

 ÿǫƨ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳ Ƕʌ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ʚǶȭƨ ࣯ƨ˥ƨɼƉǶʌƨࣱ
 ÿǫƨ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳ Ƕʌ ƉɄɼɼƨƉʚ ࣯ƨ˥ƨɼƉǶʌƨࣱ

ࡱࢁ



pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ âŗʚǫ

yȳɱʯʚ eǶ˙ƨȳ ŗ ǖɼŗɱǫ a = (Ğ, B) ˝Ƕʚǫ ȩ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ
eɄŗț 6Ʉƨʌ a ǫŗ˙ƨ ŗ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫࣞ

 � pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫ Ƕʌ ŗ ɱŗʚǫ Ƕȳ ʚǫƨ ǖɼŗɱǫ ʚǫŗʚ
˙ǶʌǶʚʌ ƨ˙ƨɼ˦ ˙ƨɼʚƨ˥ Ƕȳ a ƨ˥ŗƉʚț˦ ɄȳƉƨ

ÿǫƨɄɼƨȭ
3ǮɮƣƅʋƣƐ lŗȣǮȑʋȹȩǮŗȩ ×ŗʋǣ ŗȩƐ āȩƐǮɮƣƅʋƣƐ lŗȣǮȑʋȹȩǮŗȩ ×ŗʋǣ
ŗɮƣ �×ࣽ*ȹȣɤȑƣʋƣࣖ

Eŗʌ˦ ʚɄ ȭɄƕǶǑ˦ ʚǫƨ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ó�ÿࣽࢁ ʚɄ pŗțǶʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ Ʉɼ
ƕɄ ŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ pŗțǶʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ

yȭɱțǶƨʌ ʚǫŗʚ �Ʉȳǖƨʌʚ óǶȭɱțƨ âŗʚǫ Ƕȳ ŗ ǖɼŗɱǫ Ƕʌ ¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨࣖ

ࡹࢁ



pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ âŗʚǫ

yȳɱʯʚ eǶ˙ƨȳ ŗ ǖɼŗɱǫ a = (Ğ, B) ˝Ƕʚǫ ȩ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ
eɄŗț 6Ʉƨʌ a ǫŗ˙ƨ ŗ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫࣞ

 � pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫ Ƕʌ ŗ ɱŗʚǫ Ƕȳ ʚǫƨ ǖɼŗɱǫ ʚǫŗʚ
˙ǶʌǶʚʌ ƨ˙ƨɼ˦ ˙ƨɼʚƨ˥ Ƕȳ a ƨ˥ŗƉʚț˦ ɄȳƉƨ

ÿǫƨɄɼƨȭ
3ǮɮƣƅʋƣƐ lŗȣǮȑʋȹȩǮŗȩ ×ŗʋǣ ŗȩƐ āȩƐǮɮƣƅʋƣƐ lŗȣǮȑʋȹȩǮŗȩ ×ŗʋǣ
ŗɮƣ �×ࣽ*ȹȣɤȑƣʋƣࣖ

Eŗʌ˦ ʚɄ ȭɄƕǶǑ˦ ʚǫƨ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ó�ÿࣽࢁ ʚɄ pŗțǶʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ Ʉɼ
ƕɄ ŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ pŗțǶʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ

yȭɱțǶƨʌ ʚǫŗʚ �Ʉȳǖƨʌʚ óǶȭɱțƨ âŗʚǫ Ƕȳ ŗ ǖɼŗɱǫ Ƕʌ ¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨࣖ

ࡹࢁ



pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ âŗʚǫ

yȳɱʯʚ eǶ˙ƨȳ ŗ ǖɼŗɱǫ a = (Ğ, B) ˝Ƕʚǫ ȩ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ
eɄŗț 6Ʉƨʌ a ǫŗ˙ƨ ŗ pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫࣞ

 � pŗȭǶțʚɄȳǶŗȳ ɱŗʚǫ Ƕʌ ŗ ɱŗʚǫ Ƕȳ ʚǫƨ ǖɼŗɱǫ ʚǫŗʚ
˙ǶʌǶʚʌ ƨ˙ƨɼ˦ ˙ƨɼʚƨ˥ Ƕȳ a ƨ˥ŗƉʚț˦ ɄȳƉƨ

ÿǫƨɄɼƨȭ
3ǮɮƣƅʋƣƐ lŗȣǮȑʋȹȩǮŗȩ ×ŗʋǣ ŗȩƐ āȩƐǮɮƣƅʋƣƐ lŗȣǮȑʋȹȩǮŗȩ ×ŗʋǣ
ŗɮƣ �×ࣽ*ȹȣɤȑƣʋƣࣖ

Eŗʌ˦ ʚɄ ȭɄƕǶǑ˦ ʚǫƨ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ó�ÿࣽࢁ ʚɄ pŗțǶʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ Ʉɼ
ƕɄ ŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ pŗțǶʚɄȳǶŗȳ ,˦Ɖțƨ

yȭɱțǶƨʌ ʚǫŗʚ �Ʉȳǖƨʌʚ óǶȭɱțƨ âŗʚǫ Ƕȳ ŗ ǖɼŗɱǫ Ƕʌ ¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨࣖ

ࡹࢁ



¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨȳƨʌʌ ɄǑ eɼŗɱǫ ,ɄțɄɼǶȳǖ



eɼŗɱǫ ,ɄțɄɼǶȳǖ

âɼɄſțƨȭࣘ eɼŗɱǫ ,ɄțɄɼǶȳǖ

yȳʌʚŗȳƉƨࣘ a = (Ğ, B)ࣘ ĎȳƕǶɼƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫࣗ Ƕȳʚƨǖƨɼ ȋࣖ
çʯƨʌʚǶɄȳࣘ ,ŗȳ ʚǫƨ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗɱǫ ſƨ ƉɄțࣽ
Ʉɼƨƕ ʯʌǶȳǖ ȋ ƉɄțɄɼʌ ʌɄ ʚǫŗʚ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ſ˦
ŗȳ ƨƕǖƨ ƕɄ ȳɄʚ ǖƨʚ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ƉɄțɄɼࣞ

ࡽࢁ



eɼŗɱǫ ɄțɄɼǶȳǖ,ࣽࢁ

âɼɄſțƨȭࣘ ࢁ ,ɄțɄɼǶȳǖ

yȳʌʚŗȳƉƨࣘ a = (Ğ, B)ࣘ ĎȳƕǶɼƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫࣖ
çʯƨʌʚǶɄȳࣘ ,ŗȳ ʚǫƨ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗɱǫ ſƨ ƉɄțࣽ
Ʉɼƨƕ ʯʌǶȳǖ ࢁ ƉɄțɄɼʌ ʌɄ ʚǫŗʚ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ſ˦
ŗȳ ƨƕǖƨ ƕɄ ȳɄʚ ǖƨʚ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ƉɄțɄɼࣞ

ऑ
ࢁࢁ



eɼŗɱǫ ɄțɄɼǶȳǖ,ࣽࢁ

âɼɄſțƨȭࣘ ࢁ ,ɄțɄɼǶȳǖ

yȳʌʚŗȳƉƨࣘ a = (Ğ, B)ࣘ ĎȳƕǶɼƨƉʚƨƕ ǖɼŗɱǫࣖ
çʯƨʌʚǶɄȳࣘ ,ŗȳ ʚǫƨ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ɄǑ ʚǫƨ ǖɼŗɱǫ ſƨ ƉɄțࣽ
Ʉɼƨƕ ʯʌǶȳǖ ࢁ ƉɄțɄɼʌ ʌɄ ʚǫŗʚ ˙ƨɼʚǶƉƨʌ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ſ˦
ŗȳ ƨƕǖƨ ƕɄ ȳɄʚ ǖƨʚ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ƉɄțɄɼࣞ

ऑ
ࢁࢁ



eɼŗɱǫ ,ɄțɄɼǶȳǖ

¶ſʌƨɼ˙ŗʚǶɄȳࣘ yǑ a Ƕʌ ƉɄțɄɼƨƕ ˝Ƕʚǫ ȋ ƉɄțɄɼʌ ʚǫƨȳ ƨŗƉǫ ƉɄțɄɼ Ɖțŗʌʌ
࣯ȳɄƕƨʌ ɄǑ ʌŗȭƨ ƉɄțɄɼࣱ ǑɄɼȭ ŗȳ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ʌƨʚ Ƕȳ aࣖ ÿǫʯʌࣗ a
Ɖŗȳ ſƨ ɱŗɼʚǶʚǶɄȳƨƕ ǶȳʚɄ ȋ Ƕȳƕƨɱƨȳƕƨȳʚ ʌƨʚʌ Ƕ˽ a Ƕʌ ȋࣽƉɄțɄɼŗſțƨࣖ

eɼŗɱǫ ɄțɄɼǶȳǖ,ࣽࡽ Ɖŗȳ ſƨ ƕƨƉǶƕƨƕ Ƕȳ ɱɄț˦ȳɄȭǶŗț ʚǶȭƨࣖ

a Ƕʌ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࡽ Ƕ˽ a Ƕʌ ſǶɱŗɼʚǶʚƨࣛ ÿǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ țǶȳƨŗɼ ʚǶȭƨ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʚɄ ƉǫƨƉȕ ǶǑ a Ƕʌ ſǶɱŗɼʚǶʚƨ ʯʌǶȳǖ $ɼƨŗƕʚǫࣽ̇ɼʌʚࣽóƨŗɼƉǫ

ࢅࢁ



âɼɄſțƨȭʌ ɼƨțŗʚƨƕ ʚɄ ǖɼŗɱǫ ƉɄțɄɼǶȳǖ



eɼŗɱǫ ,ɄțɄɼǶȳǖ ŗȳƕ éƨǖǶʌʚƨɼ �țțɄƉŗʚǶɄȳ

éƨǖǶʌʚƨɼ �țțɄƉŗʚǶɄȳ
�ʌʌǶǖȳ ˙ŗɼǶŗſțƨʌ ʚɄ ࣯ŗʚ ȭɄʌʚࣱ ȋ ɼƨǖǶʌʚƨɼʌ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ ˙ŗɼǶŗſțƨʌ
ȳƨƨƕƨƕ ŗʚ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ʚǶȭƨ ŗɼƨ ȳɄʚ ŗʌʌǶǖȳƨƕ ʚɄ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ɼƨǖǶʌʚƨɼ

yȳʚƨɼǑƨɼƨȳƉƨ eɼŗɱǫ
ĬƨɼʚǶƉƨʌ ŗɼƨ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣗ ŗȳƕ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗȳ ƨƕǖƨ ſƨʚ˝ƨƨȳ ʚ˝Ʉ
˙ƨɼʚǶƉƨʌࣗ ǶǑ ʚǫƨ ʚ˝Ʉ ˙ŗɼǶŗſțƨʌ ŗɼƨ एțǶ˙ƨऐ ŗʚ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ʚǶȭƨࣖ

¶ſʌƨɼ˙ŗʚǶɄȳʌ
 ࣷ,ǫŗǶʚǶȳࣹ éƨǖǶʌʚƨɼ ŗțțɄƉŗʚǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭ Ƕʌ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʚɄ
ƉɄțɄɼǶȳǖ ʚǫƨ ǶȳʚƨɼǑƨɼƨȳƉƨ ǖɼŗɱǫ ˝Ƕʚǫ ȋ ƉɄțɄɼʌ

 ¡ɄɼƨɄ˙ƨɼࣗ é¶�¶,ࣽࢁ × ȋ� éƨǖǶʌʚƨɼ �țțɄƉŗʚǶɄȳࣗ ǑɄɼ ŗȳ˦
ȋ � ࢁ

ࢉࢁ



,țŗʌʌ éɄɄȭ óƉǫƨƕʯțǶȳǖ

eǶ˙ƨȳ ȩ Ɖțŗʌʌƨʌ ŗȳƕ ʚǫƨǶɼ ȭƨƨʚǶȳǖ ʚǶȭƨʌࣗ ŗɼƨ ȋ ɼɄɄȭʌ ʌʯ˾ƉǶƨȳʚࣞ

éƨƕʯƉƨ ʚɄ eɼŗɱǫ ȋࣽ,ɄțɄɼǶȳǖ ɱɼɄſțƨȭ

,ɼƨŗʚƨ ǖɼŗɱǫ a

 ŗ ȳɄƕƨ ˉǮ ǑɄɼ ƨŗƉǫ Ɖțŗʌʌ Ǯ
 ŗȳ ƨƕǖƨ ſƨʚ˝ƨƨȳ ˉǮ ŗȳƕ ˉȃ ǶǑ Ɖțŗʌʌƨʌ Ǯ ŗȳƕ ȃ ƅȹȩ̄Ǯƅʋ

E˥ƨɼƉǶʌƨࣘ a Ƕʌ ȋࣽƉɄțɄɼŗſțƨ Ƕ˽ ȋ ɼɄɄȭʌ ŗɼƨ ʌʯ˾ƉǶƨȳʚ

ࢍࢁ



bɼƨɸʯƨȳƉ˦ �ʌʌǶǖȳȭƨȳʚʌ Ƕȳ ,ƨțțʯțŗɼ ¥ƨʚ˝Ʉɼȕʌ

,ƨțțʯțŗɼ ʚƨțƨɱǫɄȳƨ ʌ˦ʌʚƨȭʌ ʚǫŗʚ ʯʌƨ bɼƨɸʯƨȳƉ˦ 6Ƕ˙ǶʌǶɄȳ
¡ʯțʚǶɱțƨ �ƉƉƨʌʌ ࣯b6¡�ࣱ ࣯ƨ˥ŗȭɱțƨࣘ eó¡ Ƕȳ EʯɼɄɱƨ ŗȳƕ �ʌǶŗ ŗȳƕ
�ÿÿ Ƕȳ Ďó�ࣱ

 $ɼƨŗȕʯɱ ŗ ǑɼƨɸʯƨȳƉ˦ ɼŗȳǖƨ [ŗ,Ż] ǶȳʚɄ ƕǶʌȍɄǶȳʚ ŻŗȩƐɾ ɄǑ
ǑɼƨɸʯƨȳƉǶƨʌ [ŗࡱ,Żࡱ], [ŗࡹ,Żࡹ], . . . , [ŗȋ,Żȋ]

 EŗƉǫ Ɖƨțț ɱǫɄȳƨ ʚɄ˝ƨɼ ࣯ʌǶȭɱțǶǑ˦Ƕȳǖࣱ ǖƨʚʌ Ʉȳƨ ſŗȳƕ
 ,ɄȳʌʚɼŗǶȳʚࣘ ȳƨŗɼſ˦ ʚɄ˝ƨɼʌ ƉŗȳȳɄʚ ſƨ ŗʌʌǶǖȳƨƕ ʌŗȭƨ ſŗȳƕࣗ
Ʉʚǫƨɼ˝Ƕʌƨ ʌǶǖȳŗțʌ ˝Ƕțț ǶȳʚƨɼǑƨɼƨȳƉƨ

âɼɄſțƨȭࣘ ǖǶ˙ƨȳ ȋ ſŗȳƕʌ ŗȳƕ ʌɄȭƨ ɼƨǖǶɄȳ ˝Ƕʚǫ ȩ ʚɄ˝ƨɼʌࣗ Ƕʌ
ʚǫƨɼƨ ŗ ˝ŗ˦ ʚɄ ŗʌʌǶǖȳ ʚǫƨ ſŗȳƕʌ ʚɄ ŗ˙ɄǶƕ ǶȳʚƨɼǑƨɼƨȳƉƨࣞ

,ŗȳ ɼƨƕʯƉƨ ʚɄ ȋࣽƉɄțɄɼǶȳǖ ſ˦ ƉɼƨŗʚǶȳǖ ǶȳʚƨɼƨǑƨɼƨȳƉƨࣩƉɄȳ̈ǶƉʚ
ǖɼŗɱǫ Ʉȳ ʚɄ˝ƨɼʌࣖ

ࢁ



bɼƨɸʯƨȳƉ˦ �ʌʌǶǖȳȭƨȳʚʌ Ƕȳ ,ƨțțʯțŗɼ ¥ƨʚ˝Ʉɼȕʌ

,ƨțțʯțŗɼ ʚƨțƨɱǫɄȳƨ ʌ˦ʌʚƨȭʌ ʚǫŗʚ ʯʌƨ bɼƨɸʯƨȳƉ˦ 6Ƕ˙ǶʌǶɄȳ
¡ʯțʚǶɱțƨ �ƉƉƨʌʌ ࣯b6¡�ࣱ ࣯ƨ˥ŗȭɱțƨࣘ eó¡ Ƕȳ EʯɼɄɱƨ ŗȳƕ �ʌǶŗ ŗȳƕ
�ÿÿ Ƕȳ Ďó�ࣱ

 $ɼƨŗȕʯɱ ŗ ǑɼƨɸʯƨȳƉ˦ ɼŗȳǖƨ [ŗ,Ż] ǶȳʚɄ ƕǶʌȍɄǶȳʚ ŻŗȩƐɾ ɄǑ
ǑɼƨɸʯƨȳƉǶƨʌ [ŗࡱ,Żࡱ], [ŗࡹ,Żࡹ], . . . , [ŗȋ,Żȋ]

 EŗƉǫ Ɖƨțț ɱǫɄȳƨ ʚɄ˝ƨɼ ࣯ʌǶȭɱțǶǑ˦Ƕȳǖࣱ ǖƨʚʌ Ʉȳƨ ſŗȳƕ
 ,ɄȳʌʚɼŗǶȳʚࣘ ȳƨŗɼſ˦ ʚɄ˝ƨɼʌ ƉŗȳȳɄʚ ſƨ ŗʌʌǶǖȳƨƕ ʌŗȭƨ ſŗȳƕࣗ
Ʉʚǫƨɼ˝Ƕʌƨ ʌǶǖȳŗțʌ ˝Ƕțț ǶȳʚƨɼǑƨɼƨȳƉƨ

âɼɄſțƨȭࣘ ǖǶ˙ƨȳ ȋ ſŗȳƕʌ ŗȳƕ ʌɄȭƨ ɼƨǖǶɄȳ ˝Ƕʚǫ ȩ ʚɄ˝ƨɼʌࣗ Ƕʌ
ʚǫƨɼƨ ŗ ˝ŗ˦ ʚɄ ŗʌʌǶǖȳ ʚǫƨ ſŗȳƕʌ ʚɄ ŗ˙ɄǶƕ ǶȳʚƨɼǑƨɼƨȳƉƨࣞ

,ŗȳ ɼƨƕʯƉƨ ʚɄ ȋࣽƉɄțɄɼǶȳǖ ſ˦ ƉɼƨŗʚǶȳǖ ǶȳʚƨɼƨǑƨɼƨȳƉƨࣩƉɄȳ̈ǶƉʚ
ǖɼŗɱǫ Ʉȳ ʚɄ˝ƨɼʌࣖ

ࢁ



óǫɄ˝Ƕȳǖ ǫŗɼƕȳƨʌʌ ɄǑ ࢁ ,¶�¶éy¥e



ɄțɄɼǶȳǖ,ࣽࢁ Ƕʌ ¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨ

 ɄțɄɼǶȳǖ,ࣽࢁ Ƕʌ Ƕȳ ¥âࣖ
 ¥ɄȳࣽƕƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉŗțț˦ ǖʯƨʌʌ ŗ ƉɄțɄɼǶȳǖࣽࢁ ǑɄɼ ƨŗƉǫ ȳɄƕƨ
 ,ǫƨƉȕ ǶǑ ǑɄɼ ƨŗƉǫ ƨƕǖƨ (ʠ, ˉ)ࣗ ʚǫƨ ƉɄțɄɼ ɄǑ ʠ Ƕʌ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ǑɼɄȭ
ʚǫŗʚ ɄǑ ˉࣖ

 pŗɼƕȳƨʌʌࣘ İƨ ˝Ƕțț ʌǫɄ˝ ó�ÿࣽࢁ × ɄțɄɼǶȳǖࣖ,ࣽࢁ

ࢁ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ

óʚŗɼʚ ˝Ƕʚǫ ó�ÿࢁ ǑɄɼȭʯțŗ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ b¥,ࢁ ǑɄɼȭʯțŗࣱ ' ˝Ƕʚǫ ȩ ˙ŗɼǶŗſțƨʌ
,ࡹ˕ . . . , ˕ȩ ŗȳƕ ȣ Ɖțŗʯʌƨʌ ,ࡹ* . . . , *ȣࣖ ,ɼƨŗʚƨ ǖɼŗɱǫ a' ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ
a' Ƕʌ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ Ƕ˽ ' Ƕʌ ʌŗʚǶʌ̇ŗſțƨ

 ȳƨƨƕ ʚɄ ƨʌʚŗſțǶʌǫ ʚɼʯʚǫ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ ǑɄɼ ,ࡹ˕ . . . , ˕ȩ ˙Ƕŗ ƉɄțɄɼʌ
ǑɄɼ ʌɄȭƨ ȳɄƕƨʌ Ƕȳ a'ࣖ

 Ɖɼƨŗʚƨ ʚɼǶŗȳǖțƨ ˝Ƕʚǫ ȳɄƕƨ ÿɼʯƨࣗ bŗțʌƨࣗ $ŗʌƨ
 ǑɄɼ ƨŗƉǫ ˙ŗɼǶŗſțƨ ˕Ǯ ʚ˝Ʉ ȳɄƕƨʌ ˉǮ ŗȳƕ ¯̄Ǯ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ Ƕȳ ŗ
ʚɼǶŗȳǖțƨ ˝Ƕʚǫ ƉɄȭȭɄȳ $ŗʌƨ

 yǑ ǖɼŗɱǫ Ƕʌ ƉɄțɄɼƨƕࣗࣽࢁ ƨǶʚǫƨɼ ˉǮ Ʉɼ ¯̄Ǯ ǖƨʚʌ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ƉɄțɄɼ ŗʌ
ÿɼʯƨࣖ yȳʚƨɼɱɼƨʚ ʚǫǶʌ ŗʌ ŗ ʚɼʯʚǫ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ ʚɄ ˉǮ

 ¥ƨƨƕ ʚɄ ŗƕƕ ƉɄȳʌʚɼŗǶȳʚʌ ʚɄ ƨȳʌʯɼƨ Ɖțŗʯʌƨʌ ŗɼƨ ʌŗʚǶʌ̇ƨƕ
࣯ȳƨ˥ʚ ɱǫŗʌƨࣱ

࢙ࢁ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ y ࣽ óǶȭɱțƨ ƉɄțɄɼࣽࢁ ǖŗƕǖƨʚ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖŗƕǖƨʚ ʚǫŗʚࣘ

 yʌ ࢁ ƉɄțɄɼŗſțƨ ǶǑ ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ
 ¥Ʉʚ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ ǶǑ ȳɄȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ ŗɼƨ ʚɼʯƨ

�ƨʚऒʌ ʌʚŗɼʚ Ʉ˽ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨʌʚ ó�ÿ ˝ƨ Ɖȳŗ ʚǫǶȳȕ ɄǑࣘ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ˕) _ (ࡽ˕ ࣱࢅࡹ࣯

�ʌʌʯȭƨ ǖɼƨƨȳঋʚɼʯƨ ŗȳƕ ɼƨƕঋǑŗțʌƨࣗ

ࡱࢅ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ y ࣽ óǶȭɱțƨ ƉɄțɄɼࣽࢁ ǖŗƕǖƨʚ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖŗƕǖƨʚ ʚǫŗʚࣘ

 yʌ ࢁ ƉɄțɄɼŗſțƨ ǶǑ ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ
 ¥Ʉʚ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ ǶǑ ȳɄȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ ŗɼƨ ʚɼʯƨ

�ƨʚऒʌ ʌʚŗɼʚ Ʉ˽ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨʌʚ ó�ÿ ˝ƨ Ɖȳŗ ʚǫǶȳȕ ɄǑࣘ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ˕) _ (ࡽ˕ ࣱࢅࡹ࣯

�ʌʌʯȭƨ ǖɼƨƨȳঋʚɼʯƨ ŗȳƕ ɼƨƕঋǑŗțʌƨࣗ

ࡱࢅ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ y ࣽ óǶȭɱțƨ ƉɄțɄɼࣽࢁ ǖŗƕǖƨʚ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖŗƕǖƨʚ ʚǫŗʚࣘ

 yʌ ࢁ ƉɄțɄɼŗſțƨ ǶǑ ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ
 ¥Ʉʚ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ ǶǑ ȳɄȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ ŗɼƨ ʚɼʯƨ

�ƨʚऒʌ ʌʚŗɼʚ Ʉ˽ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʌǶȭɱțƨʌʚ ó�ÿ ˝ƨ Ɖȳŗ ʚǫǶȳȕ ɄǑࣘ

ǋ ,ࡹ˕) (ࡽ˕ = ࡹ˕) _ (ࡽ˕ ࣱࢅࡹ࣯

�ʌʌʯȭƨ ǖɼƨƨȳঋʚɼʯƨ ŗȳƕ ɼƨƕঋǑŗțʌƨࣗ

ࡱࢅ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ y ࣽ óǶȭɱțƨ ƉɄțɄɼࣽࢁ ǖŗƕǖƨʚ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖŗƕǖƨʚ ʚǫŗʚࣘ

 yʌ ࢁ ƉɄțɄɼŗſțƨ ǶǑ ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ
 ¥Ʉʚ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ ǶǑ ȳɄȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ ŗɼƨ ʚɼʯƨ

�ƨʚऒʌ ʚɼ˦ ʌɄȭƨ ʌʚʯ˽ࣘ

ࡹࢅ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ y ࣽ óǶȭɱțƨ ƉɄțɄɼࣽࢁ ǖŗƕǖƨʚ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖŗƕǖƨʚ ʚǫŗʚࣘ

 yʌ ࢁ ƉɄțɄɼŗſțƨ ǶǑ ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ
 ¥Ʉʚ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ ǶǑ ȳɄȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ ŗɼƨ ʚɼʯƨ

óƨƨȭʌ ʚɄ ˝Ʉɼȕࣘ

ࡽࢅ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ y ࣽ óǶȭɱțƨ ƉɄțɄɼࣽࢁ ǖŗƕǖƨʚ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖŗƕǖƨʚ ʚǫŗʚࣘ

 yʌ ࢁ ƉɄțɄɼŗſțƨ ǶǑ ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ
 ¥Ʉʚ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ ǶǑ ȳɄȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ ŗɼƨ ʚɼʯƨ

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƕɄ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ʚǫǶȳǖ ǑɄɼ ࢁ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞࣘ

ǋ ,ࡹ˕) ,ࡽ˕ (ࢁ˕ = ࡹ˕) _ ࡽ˕ _ (ࢁ˕ ࣱࢉࡹ࣯

�ʌʌʯȭƨ ǖɼƨƨȳঋʚɼʯƨ ŗȳƕ ɼƨƕঋǑŗțʌƨࣗ

ࢁࢅ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ y ࣽ óǶȭɱțƨ ƉɄțɄɼࣽࢁ ǖŗƕǖƨʚ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖŗƕǖƨʚ ʚǫŗʚࣘ

 yʌ ࢁ ƉɄțɄɼŗſțƨ ǶǑ ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ
 ¥Ʉʚ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ ǶǑ ȳɄȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ ŗɼƨ ʚɼʯƨ

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƕɄ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ʚǫǶȳǖ ǑɄɼ ࢁ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞࣘ

ǋ ,ࡹ˕) ,ࡽ˕ (ࢁ˕ = ࡹ˕) _ ࡽ˕ _ (ࢁ˕ ࣱࢉࡹ࣯

�ʌʌʯȭƨ ǖɼƨƨȳঋʚɼʯƨ ŗȳƕ ɼƨƕঋǑŗțʌƨࣗ

ࢁࢅ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ y ࣽ óǶȭɱțƨ ƉɄțɄɼࣽࢁ ǖŗƕǖƨʚ

İƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ǖŗƕǖƨʚ ʚǫŗʚࣘ

 yʌ ࢁ ƉɄțɄɼŗſțƨ ǶǑ ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ Ƕʌ ʚɼʯƨ
 ¥Ʉʚ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ ǶǑ ȳɄȳƨ ɄǑ ʚǫƨ țǶʚƨɼŗțʌ ŗɼƨ ʚɼʯƨ

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƕɄ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ʚǫǶȳǖ ǑɄɼ ࢁ ˙ŗɼǶŗſțƨʌࣞࣘ

ǋ ,ࡹ˕) ,ࡽ˕ (ࢁ˕ = ࡹ˕) _ ࡽ˕ _ (ࢁ˕ ࣱࢉࡹ࣯

�ʌʌʯȭƨ ǖɼƨƨȳঋʚɼʯƨ ŗȳƕ ɼƨƕঋǑŗțʌƨࣗ

ࢁࢅ



ࢁ ƉɄțɄɼ ʚǫǶʌ ǖŗƕǖƨʚ yy

ĸɄʯ ŗɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ʚǫɼƨƨ ƉɄțɄɼʌࣘ ɼƨƕࣗ ǖɼƨƨȳ ŗȳƕ ſțʯƨࣖ ,ŗȳ ʚǫƨ
ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ǖɼŗɱǫ ſƨ ʚǫɼƨƨ ƉɄțɄɼƨƕ Ƕȳ ŗ ˙ŗțǶƕ ˝ŗ˦ ࣯ŗʌʌʯȭǶȳǖ ʚǫŗʚ
ʌɄȭƨ ɄǑ ʚǫƨ ȳɄƕƨʌ ŗɼƨ ŗțɼƨŗƕ˦ ƉɄțɄɼƨƕ ŗʌ ǶȳƕǶƉŗʚƨƕࣱࣖ

ŗ ĸƨʌࣖ
ſ ¥Ʉࣖ

ࢅࢅ



ࢁ ƉɄțɄɼ ʚǫǶʌ ǖŗƕǖƨʚࣖ

ĸɄʯ ŗɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ʚǫɼƨƨ ƉɄțɄɼʌࣘ ɼƨƕࣗ ǖɼƨƨȳ ŗȳƕ ſțʯƨࣖ ,ŗȳ ʚǫƨ
ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ǖɼŗɱǫ ſƨ ʚǫɼƨƨ ƉɄțɄɼƨƕ Ƕȳ ŗ ˙ŗțǶƕ ˝ŗ˦ ࣯ŗʌʌʯȭǶȳǖ ʚǫŗʚ
ʌɄȭƨ ɄǑ ʚǫƨ ȳɄƕƨʌ ŗɼƨ ŗțɼƨŗƕ˦ ƉɄțɄɼƨƕ ŗʌ ǶȳƕǶƉŗʚƨƕࣱࣖ

ŗ ĸƨʌࣖ
ſ ¥Ʉࣖ

ࢉࢅ



ƉɄțɄɼǶȳǖࣽࢁ ɄǑ ʚǫƨ Ɖțŗʯʌƨ ǖŗƕǖƨʚ
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éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ yy ࣽ �Ƕʚƨɼŗț �ʌʌǶǖȳȭƨȳʚ y

¥ƨ˥ʚ ˝ƨ ȳƨƨƕ ŗ ǖŗƕǖƨʚ ʚǫŗʚ ŗʌʌǶǖȳʌ țǶʚƨɼŗțʌࣖ ¶ʯɼ ɱɼƨ˙ǶɄʯʌț˦
ƉɄȳʌʚɼʯƉʚƨƕ ǖŗƕǖƨʚ ŗʌʌʯȭƨʌࣘ

 �țț țǶʚƨɼŗțʌ ŗɼƨ ƨǶʚǫƨɼ ɼƨƕ Ʉɼ ǖɼƨƨȳࣖ
 ¥ƨƨƕ ʚɄ țǶȭǶʚ ǖɼŗɱǫ ʌɄ Ʉȳț˦ ࡹ˕ Ʉɼ ࡹ˕ Ƕʌ ǖɼƨƨȳࣖ ¶ʚǫƨɼ ȭʯʌʚ
ſƨ ɼƨƕ

ࢅ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ yƕƨŗ yy ࣽ �Ƕʚƨɼŗț �ʌʌǶǖȳȭƨȳʚ yy
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ࢅ



éƨ˙Ƕƨ˝ ,țŗʯʌƨ óŗʚǶʌ̇ŗſǶțǶʚ˦ eŗƕǖƨʚ

bɄɼ ƨŗƉǫ Ɖțŗʯʌƨ *ȃ = (ŗ _ Ż _ ƅ)ࣗ Ɖɼƨŗʚƨ ŗ ʌȭŗțț ǖŗƕǖƨʚ ǖɼŗɱǫ

 ǖŗƕǖƨʚ ǖɼŗɱǫ ƉɄȳȳƨƉʚʌ ʚɄ ȳɄƕƨʌ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ ʚɄ ŗ,Ż, ƅ
 ȳƨƨƕʌ ʚɄ Ƕȭɱțƨȭƨȳʚ ¶é

¶éࣽǖŗƕǖƨʚࣽǖɼŗɱǫࣘ

a

b

c

a _ b

a _ b _ c

࢙ࢅ



¶éࣽeŗƕǖƨʚ eɼŗɱǫ

âɼɄɱƨɼʚ˦ࣘ ǶǑ ŗ,Ż, ƅ ŗɼƨ ƉɄțɄɼƨƕ bŗțʌƨ Ƕȳ ŗ ƉɄțɄɼǶȳǖࣽࢁ ʚǫƨȳ Ʉʯʚɱʯʚ
ȳɄƕƨ ɄǑ ¶éࣽǖŗƕǖƨʚ ǫŗʌ ʚɄ ſƨ ƉɄțɄɼƨƕ bŗțʌƨࣖ

âɼɄɱƨɼʚ˦ࣘ ǶǑ Ʉȳƨ ɄǑ ŗ,Ż, ƅ Ƕʌ ƉɄțɄɼƨƕ ÿɼʯƨ ʚǫƨȳ ¶éࣽǖŗƕǖƨʚ Ɖŗȳ ſƨ
ƉɄțɄɼƨƕࣽࢁ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ Ʉʯʚɱʯʚ ȳɄƕƨ ɄǑ ¶éࣽǖŗƕǖƨʚ Ƕʌ ƉɄțɄɼƨƕ ÿɼʯƨࣖ

ࡱࢉ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ

 Ɖɼƨŗʚƨ ʚɼǶŗȳǖțƨ ˝Ƕʚǫ ȳɄƕƨʌ ÿɼʯƨࣗ bŗțʌƨࣗ $ŗʌƨ
 ǑɄɼ ƨŗƉǫ ˙ŗɼǶŗſțƨ ˕Ǯ ʚ˝Ʉ ȳɄƕƨʌ ˉǮ ŗȳƕ ¯̄Ǯ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ Ƕȳ ŗ
ʚɼǶŗȳǖțƨ ˝Ƕʚǫ ƉɄȭȭɄȳ $ŗʌƨ

 ǑɄɼ ƨŗƉǫ Ɖțŗʯʌƨ *ȃ = (ŗ _ Ż _ ƅ)ࣗ ŗƕƕ ¶éࣽǖŗƕǖƨʚ ǖɼŗɱǫ ˝Ƕʚǫ
Ƕȳɱʯʚ ȳɄƕƨʌ ŗ,Ż, ƅ ŗȳƕ ƉɄȳȳƨƉʚ Ʉʯʚɱʯʚ ȳɄƕƨ ɄǑ ǖŗƕǖƨʚ ʚɄ
ſɄʚǫ bŗțʌƨ ŗȳƕ $ŗʌƨ

a

b

c

a _ b

a _ b _ c
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F

Base

ࡹࢉ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ

a

b

c

a _ b

a _ b _ c

T

F

Base

�ƨȭȭŗ
�ȹ ȑƣǐŗȑ ƅȹȑȹɮǮȩǐࣽࢁ ȹǋ ŗŻȹˉƣ ǐɮŗɤǣ ࣯ˍǮʋǣ ƅȹȑȹɮǮȩǐ ȹǋ ȩȹƐƣɾ
ò, ^,# ̃˕ƣƐࣰ Ǯȩ ˍǣǮƅǣ ŗ,Ż, ƅ ŗɮƣ ƅȹȑȹɮƣƐ ^ŗȑɾƣࣖ tǋ ŗȩ˖ ȹǋ ŗ,Ż, ƅ
ŗɮƣ ƅȹȑȹɮƣƐ òɮʠƣ ʋǣƣȩ ʋǣƣɮƣ Ǯɾ ŗ ȑƣǐŗȑ ƅȹȑȹɮǮȩǐࣽࢁ ȹǋ ŗŻȹˉƣ
ǐɮŗɤǣࣖ

ࡽࢉ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ¶ʯʚțǶȳƨ

E˥ŗȭɱțƨ
' = (ʠ _ ¬ˉ _ ˍ) ^ (ˉ _ ˕ _ ¬˖)
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Literals get colour T or F
colours

have complementary
Variable and negation

OR−gates

Palette

ࢁࢉ



,ɄɼɼƨƉʚȳƨʌʌ ɄǑ éƨƕʯƉʚǶɄȳ

' Ƕʌ ʌŗʚǶʌ̇ŗſțƨ ǶȭɱțǶƨʌ a' Ƕʌ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ

 ǶǑ ˕Ǯ Ƕʌ ŗʌʌǶǖȳƨƕ ÿɼʯƨࣗ ƉɄțɄɼ ˉǮ ÿɼʯƨ ŗȳƕ ¯̄Ǯ bŗțʌƨ

 ǑɄɼ ƨŗƉǫ Ɖțŗʯʌƨ *ȃ = (ŗ _ Ż _ ƅ) ŗʚ țƨŗʌʚ Ʉȳƨ ɄǑ ŗ,Ż, ƅ Ƕʌ
ƉɄțɄɼƨƕ ÿɼʯƨࣖ ¶éࣽǖŗƕǖƨʚ ǑɄɼ *ȃ Ɖŗȳ ſƨ ƉɄțɄɼƨƕࣽࢁ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ
Ʉʯʚɱʯʚ Ƕʌ ÿɼʯƨࣖ

a' Ƕʌ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ ǶȭɱțǶƨʌ ' Ƕʌ ʌŗʚǶʌ̇ŗſțƨ

 ǶǑ ˉǮ Ƕʌ ƉɄțɄɼƨƕ ÿɼʯƨ ʚǫƨȳ ʌƨʚ ˕Ǯ ʚɄ ſƨ ÿɼʯƨࣗ ʚǫǶʌ Ƕʌ ŗ țƨǖŗț
ʚɼʯʚǫ ŗʌʌǶǖȳȭƨȳʚ

 ƉɄȳʌǶƕƨɼ ŗȳ˦ Ɖțŗʯʌƨ *ȃ = (ŗ _ Ż _ ƅ)ࣖ Ƕʚ ƉŗȳȳɄʚ ſƨ ʚǫŗʚ ŗțț
ŗ,Ż, ƅ ŗɼƨ bŗțʌƨࣖ yǑ ʌɄࣗ Ʉʯʚɱʯʚ ɄǑ ¶éࣽǖŗƕǖƨʚ ǑɄɼ *ȃ ǫŗʌ ʚɄ ſƨ
ƉɄțɄɼƨƕ bŗțʌƨ ſʯʚ Ʉʯʚɱʯʚ Ƕʌ ƉɄȳȳƨƉʚƨƕ ʚɄ $ŗʌƨ ŗȳƕ bŗțʌƨࣛ

ࢅࢉ



,ɄɼɼƨƉʚȳƨʌʌ ɄǑ éƨƕʯƉʚǶɄȳ

' Ƕʌ ʌŗʚǶʌ̇ŗſțƨ ǶȭɱțǶƨʌ a' Ƕʌ ƉɄțɄɼŗſțƨࣽࢁ

 ǶǑ ˕Ǯ Ƕʌ ŗʌʌǶǖȳƨƕ ÿɼʯƨࣗ ƉɄțɄɼ ˉǮ ÿɼʯƨ ŗȳƕ ¯̄Ǯ bŗțʌƨ
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