
ࡹ

 



âɼƨࣽțƨƉʚʯɼƨ ſɼŗǶȳ ʚƨŗʌƨɼ

bɄɼ ƨŗƉǫ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨʌ Ƕʌ ʚǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣞ

 �6b� = {h#,ˍi|# Bb � .6� i?�i �++2Tib r}
 �¥b� = {h#,ˍi|# Bb � L6� i?�i �++2Tib r}

ࡹ



,óࣩE,Eࣽࣘࢅࢁ �ƨƉʚʯɼƨ ࢅࡽ ࣽ 6ƨƉǶƕŗſǶțǶʚ˦

�ƨƉʚʯɼƨɼࣘ ¥ǶƉȕ˙ŗʌǫ �ŗȳǶ
,ǫŗʚ ȭɄƕƨɼŗʚɄɼࣘ óŗȭǶɼ �ǫŗȳ
�ɱɼǶț ࣗࡱࡽ ࡹࡽࡱࡽ

ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ɄǑ yțțǶȳɄǶʌ ŗʚ Ďɼſŗȳŗࣽ,ǫŗȭɱŗǶǖȳ



âɼƨࣽțƨƉʚʯɼƨ ſɼŗǶȳ ʚƨŗʌƨɼ

bɄɼ ƨŗƉǫ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨʌ Ƕʌ ʚǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣞ

 �6b� = {h#,ˍi|# Bb � .6� i?�i �++2Tib r}
 �¥b� = {h#,ˍi|# Bb � L6� i?�i �++2Tib r}

ࡽ

a

b

Yes b c simulate a OFA using linear time

algorithms were been using

8 Reduces to AOFA



ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨʌࣖࣖࣖ

ÿ¡ ঋ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ঋ ɱɼɄǖɼŗȭࣖ

ࢁ

LTM string that encodes TM

CTM Language that consists of strings TM access

TM LGM E

return accept



éƨȭǶȳƕƨɼࣘ ĎȳƕƨƉǶƕŗſǶțǶʚ˦

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
�ŗȳǖʯŗǖƨ � ✓ ⌃⇤ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ǶǑ ȳɄ ɱɼɄǖɼŗȭ ×ࣗ ǖǶ˙ƨȳ ˍ 2 ⌃⇤

ŗʌ Ƕȳɱʯʚࣗ Ɖŗȳ ŗț˝ŗ˦ʌ ʌʚɄɱ ŗȳƕ Ʉʯʚɱʯʚ ˝ǫƨʚǫƨɼ ˍ 2 � Ʉɼ ˍ /2 �ࣖ

࣯Ďʌʯŗțț˦ ƕƨ̇ȳƨƕ ʯʌǶȳǖ ÿ¡ ȳɄʚ ɱɼɄǖɼŗȭʌࣖ $ʯʚ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚࣖ

ࢅ

accept refeet

Decidable L program
exists which always

stops and output accept reject



éƨȭǶȳƕƨɼࣘ ĎȳƕƨƉǶƕŗſǶțǶʚ˦

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
�ŗȳǖʯŗǖƨ � ✓ ⌃⇤ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ǶǑ ȳɄ ɱɼɄǖɼŗȭ ×ࣗ ǖǶ˙ƨȳ ˍ 2 ⌃⇤

ŗʌ Ƕȳɱʯʚࣗ Ɖŗȳŗț˝ŗ˦ʌ ʌʚɄɱ ŗȳƕ Ʉʯʚɱʯʚ ˝ǫƨʚǫƨɼ
ˍ 2 � Ʉɼ ˍ /2 �ࣖ

࣯Ďʌʯŗțț˦ ƕƨ̇ȳƨƕ ʯʌǶȳǖ ÿ¡ ȳɄʚ ɱɼɄǖɼŗȭʌࣖ $ʯʚ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚࣖ

ࢅ



éƨȭǶȳƕƨɼࣘ ĎȳƕƨƉǶƕŗſǶțǶʚ˦

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
�ŗȳǖʯŗǖƨ � ✓ ⌃⇤ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ǶǑ ȳɄ ɱɼɄǖɼŗȭ ×ࣗ ǖǶ˙ƨȳ ˍ 2 ⌃⇤

ŗʌ Ƕȳɱʯʚࣗ Ɖŗȳ

ŗț˝ŗ˦ʌ ʌʚɄɱ ŗȳƕ Ʉʯʚɱʯʚ
˝ǫƨʚǫƨɼ ˍ 2 � Ʉɼ ˍ /2 �ࣖ

࣯Ďʌʯŗțț˦ ƕƨ̇ȳƨƕ ʯʌǶȳǖ ÿ¡ ȳɄʚ ɱɼɄǖɼŗȭʌࣖ $ʯʚ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚࣖ

ࢅ



éƨȭǶȳƕƨɼࣘ ÿǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ

6ƨƉǶƕƨ ǶǑ ǖǶ˙ƨȳ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ �ࣗ ŗȳƕ ŗȳ Ƕȳɱʯʚ ˍࣗ ƕɄƨʌ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ
bɄɼȭŗțț ࣗ˦ ʚǫƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ

�ò� =
n
h�,ˍi

���� Ƕʌ ŗ ò� ŗȳƕ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
o
.

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
� ƐƣƅǮƐƣɮ ǑɄɼ ŗ țŗȳǖʯŗǖƨ �ࣗ Ƕʌ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ ࣯Ʉɼ ŗ ÿ¡ࣱ ʚǫŗʚ ŗț˝ŗ˦ʌ
ʌʚɄɱʌࣗ ŗȳƕ Ʉʯʚɱʯʚʌ ǑɄɼ ŗȳ˦ Ƕȳɱʯʚ ʌʚɼǶȳǖ ˍ 2 ⌃⇤ ˝ǫƨʚǫƨɼ Ʉɼ ȳɄʚ
ˍ 2 �ࣖ

� țŗȳǖʯŗǖƨ ʚǫŗʚ ǫŗʌ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ Ƕʌ ƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

ÿʯɼǶȳǖ ɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ
�ò� Ǯɾ ʠȩƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

ࢉ



éƨȭǶȳƕƨɼࣘ ÿǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ

6ƨƉǶƕƨ ǶǑ ǖǶ˙ƨȳ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ �ࣗ ŗȳƕ ŗȳ Ƕȳɱʯʚ ˍࣗ ƕɄƨʌ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ
bɄɼȭŗțț ࣗ˦ ʚǫƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ

�ò� =
n
h�,ˍi

���� Ƕʌ ŗ ò� ŗȳƕ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
o
.

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
� ƐƣƅǮƐƣɮ ǑɄɼ ŗ țŗȳǖʯŗǖƨ �ࣗ Ƕʌ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ ࣯Ʉɼ ŗ ÿ¡ࣱ ʚǫŗʚ ŗț˝ŗ˦ʌ
ʌʚɄɱʌࣗ ŗȳƕ Ʉʯʚɱʯʚʌ ǑɄɼ ŗȳ˦ Ƕȳɱʯʚ ʌʚɼǶȳǖ ˍ 2 ⌃⇤ ˝ǫƨʚǫƨɼ Ʉɼ ȳɄʚ
ˍ 2 �ࣖ

� țŗȳǖʯŗǖƨ ʚǫŗʚ ǫŗʌ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ Ƕʌ ƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

ÿʯɼǶȳǖ ɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ
�ò� Ǯɾ ʠȩƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

ࢉ



éƨȭǶȳƕƨɼࣘ ÿǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ

6ƨƉǶƕƨ ǶǑ ǖǶ˙ƨȳ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ �ࣗ ŗȳƕ ŗȳ Ƕȳɱʯʚ ˍࣗ ƕɄƨʌ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ
bɄɼȭŗțț ࣗ˦ ʚǫƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ

�ò� =
n
h�,ˍi

���� Ƕʌ ŗ ò� ŗȳƕ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
o
.

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
� ƐƣƅǮƐƣɮ ǑɄɼ ŗ țŗȳǖʯŗǖƨ �ࣗ Ƕʌ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ ࣯Ʉɼ ŗ ÿ¡ࣱ ʚǫŗʚ ŗț˝ŗ˦ʌ
ʌʚɄɱʌࣗ ŗȳƕ Ʉʯʚɱʯʚʌ ǑɄɼ ŗȳ˦ Ƕȳɱʯʚ ʌʚɼǶȳǖ ˍ 2 ⌃⇤ ˝ǫƨʚǫƨɼ Ʉɼ ȳɄʚ
ˍ 2 �ࣖ

� țŗȳǖʯŗǖƨ ʚǫŗʚ ǫŗʌ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ Ƕʌ ƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

ÿʯɼǶȳǖ ɱɼɄ˙ƨƕ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖࣘ

ÿǫƨɄɼƨȭ
�ò� Ǯɾ ʠȩƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

ࢉ



ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ɱɼɄſțƨȭ



�ÿ¡ Ƕʌ ȳɄʚ ÿ¡ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣛ

�ò� =
n
h�,ˍi

���� Ƕʌ ŗ ò� ŗȳƕ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
o
.

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǫƨɄɼƨȭࣱࣖ
�ò� Ǯɾ ȩȹʋ òʠɮǮȩǐ ƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

âɼɄɄǑࣘ �ʌʌʯȭƨ �ò� Ƕʌ ÿ¡ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

pŗțʚࣘ ÿ¡ ƕƨƉǶƕǶȳǖ �ò�ࣖ pŗțʚ ŗț˝ŗ˦ʌ ǫŗțʚʌࣗ ŗȳƕ ˝Ʉɼȕʌ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣘ

pŗțʚ
⇣
h�,ˍi

⌘
=

8
<

:
ŗƉƉƨɱʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
ɼƨȍƨƉʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍ.

ࢍ



�ÿ¡ Ƕʌ ȳɄʚ ÿ¡ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣛ

�ò� =
n
h�,ˍi

���� Ƕʌ ŗ ò� ŗȳƕ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
o
.

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǫƨɄɼƨȭࣱࣖ
�ò� Ǯɾ ȩȹʋ òʠɮǮȩǐ ƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

âɼɄɄǑࣘ �ʌʌʯȭƨ �ò� Ƕʌ ÿ¡ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

pŗțʚࣘ ÿ¡ ƕƨƉǶƕǶȳǖ �ò�ࣖ pŗțʚ ŗț˝ŗ˦ʌ ǫŗțʚʌࣗ ŗȳƕ ˝Ʉɼȕʌ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣘ

pŗțʚ
⇣
h�,ˍi

⌘
=

8
<

:
ŗƉƉƨɱʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
ɼƨȍƨƉʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍ.

ࢍ

Proof by
Contradiction



�ÿ¡ Ƕʌ ȳɄʚ ÿ¡ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣛ

�ò� =
n
h�,ˍi

���� Ƕʌ ŗ ò� ŗȳƕ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
o
.

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ʚǫƨɄɼƨȭࣱࣖ
�ò� Ǯɾ ȩȹʋ òʠɮǮȩǐ ƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

âɼɄɄǑࣘ �ʌʌʯȭƨ �ò� Ƕʌ ÿ¡ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

pŗțʚࣘ ÿ¡ ƕƨƉǶƕǶȳǖ �ò�ࣖ pŗțʚ ŗț˝ŗ˦ʌ ǫŗțʚʌࣗ ŗȳƕ ˝Ʉɼȕʌ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣘ

pŗțʚ
⇣
h�,ˍi

⌘
=

8
<

:
ŗƉƉƨɱʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
ɼƨȍƨƉʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍ.

ࢍ

Encoding of a program

I Input to the program
v



pŗțʚǶȳǖ ʚǫƨɄɼƨȭ ɱɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕ ࡹ

İƨ ſʯǶțƕ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ȳƨ˝ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣘ
bțǶɱɱƨɼ࣯h�iࣱ
ɼƨʌ pŗțʚ(h�,�i)
ǶǑ ɼƨʌ Ƕʌ ŗƉƉƨɱʚ ʚǫƨȳ

ɼƨȍƨƉʚ
ƨțʌƨ

ŗƉƉƨɱʚ

bțǶɱɱƨɼ ŗȑˍŗ˖ɾ ɾʋȹɤɾࣘ

bțǶɱɱƨɼ
⇣
h�i

⌘
=

8
<

:
ɼƨȍƨƉʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ h�i
ŗƉƉƨɱʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ h�i .



accept on

accepnootwiTr.EeetEa.I
a

machine

if Lm accepts
accept
its own encoding

eet otherwise



pŗțʚǶȳǖ ʚǫƨɄɼƨȭ ɱɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕ ࡹ

İƨ ſʯǶțƕ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ȳƨ˝ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣘ
bțǶɱɱƨɼ࣯h�iࣱ
ɼƨʌ pŗțʚ(h�,�i)
ǶǑ ɼƨʌ Ƕʌ ŗƉƉƨɱʚ ʚǫƨȳ

ɼƨȍƨƉʚ
ƨțʌƨ

ŗƉƉƨɱʚ
bțǶɱɱƨɼ ŗȑˍŗ˖ɾ ɾʋȹɤɾࣘ

bțǶɱɱƨɼ
⇣
h�i

⌘
=

8
<

:
ɼƨȍƨƉʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ h�i
ŗƉƉƨɱʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ h�i .



attaataa



pŗțʚǶȳǖ ʚǫƨɄɼƨȭ ɱɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕ ࡽ

bțǶɱɱƨɼ
⇣
h�i

⌘
=

8
<

:
ɼƨȍƨƉʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ h�i
ŗƉƉƨɱʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ h�i .

bțǶɱɱƨɼ Ƕʌ ŗ ÿ¡ ࣯ƕʯǫࣱࣛࣗ ŗȳƕ ŗʌ ʌʯƉǫ Ƕʚ ǫŗʌ ŗȳ ƨȳƉɄƕǶȳǖ hbțǶɱɱƨɼiࣖ
éʯȳ bțǶɱɱƨɼ Ʉȳ ǶʚʌƨțǑࣘ

bțǶɱɱƨɼ
⇣
hbțǶɱɱƨɼi

⌘
=

8
<

:
ɼƨȍƨƉʚ bțǶɱɱƨɼ ŗƉƉƨɱʚʌ hbțǶɱɱƨɼi
ŗƉƉƨɱʚ bțǶɱɱƨɼ ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ hbțǶɱɱƨɼi .

ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗſʌʯɼƕࣖ éǶƕǶƉʯțɄʯʌ ƨ˙ƨȳࣛ

�ʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ʚǫŗʚ pŗțʚ ƨ˥Ƕʌʚʌ Ƕʌ Ǒŗțʌƨࣖ =) �ò� Ƕʌ ȳɄʚ ÿ¡
ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ



HALT Flipper
Flipper



pŗțʚǶȳǖ ʚǫƨɄɼƨȭ ɱɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕ ࡽ

bțǶɱɱƨɼ
⇣
h�i

⌘
=

8
<

:
ɼƨȍƨƉʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ h�i
ŗƉƉƨɱʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ h�i .

bțǶɱɱƨɼ Ƕʌ ŗ ÿ¡ ࣯ƕʯǫࣱࣛࣗ ŗȳƕ ŗʌ ʌʯƉǫ Ƕʚ ǫŗʌ ŗȳ ƨȳƉɄƕǶȳǖ hbțǶɱɱƨɼiࣖ
éʯȳ bțǶɱɱƨɼ Ʉȳ ǶʚʌƨțǑࣘ

bțǶɱɱƨɼ
⇣
hbțǶɱɱƨɼi

⌘
=

8
<

:
ɼƨȍƨƉʚ bțǶɱɱƨɼ ŗƉƉƨɱʚʌ hbțǶɱɱƨɼi
ŗƉƉƨɱʚ bțǶɱɱƨɼ ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ hbțǶɱɱƨɼi .

ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗſʌʯɼƕࣖ éǶƕǶƉʯțɄʯʌ ƨ˙ƨȳࣛ

�ʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ʚǫŗʚ pŗțʚ ƨ˥Ƕʌʚʌ Ƕʌ Ǒŗțʌƨࣖ =) �ò� Ƕʌ ȳɄʚ ÿ¡
ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ





pŗțʚǶȳǖ ʚǫƨɄɼƨȭ ɱɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕ ࡽ

bțǶɱɱƨɼ
⇣
h�i

⌘
=

8
<

:
ɼƨȍƨƉʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ h�i
ŗƉƉƨɱʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ h�i .

bțǶɱɱƨɼ Ƕʌ ŗ ÿ¡ ࣯ƕʯǫࣱࣛࣗ ŗȳƕ ŗʌ ʌʯƉǫ Ƕʚ ǫŗʌ ŗȳ ƨȳƉɄƕǶȳǖ hbțǶɱɱƨɼiࣖ
éʯȳ bțǶɱɱƨɼ Ʉȳ ǶʚʌƨțǑࣘ

bțǶɱɱƨɼ
⇣
hbțǶɱɱƨɼi

⌘
=

8
<

:
ɼƨȍƨƉʚ bțǶɱɱƨɼ ŗƉƉƨɱʚʌ hbțǶɱɱƨɼi
ŗƉƉƨɱʚ bțǶɱɱƨɼ ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ hbțǶɱɱƨɼi .

ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗſʌʯɼƕࣖ éǶƕǶƉʯțɄʯʌ ƨ˙ƨȳࣛ

�ʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ʚǫŗʚ pŗțʚ ƨ˥Ƕʌʚʌ Ƕʌ Ǒŗțʌƨࣖ =) �ò� Ƕʌ ȳɄʚ ÿ¡
ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

Sad Idea of Decidability i Atm is undecidable



éƨƕʯƉʚǶɄȳʌ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ

¡ƨʚŗ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣘ âɼɄſțƨȭ ķ ɮƣƐʠƅƣɾ ʚɄ ɱɼɄſțƨȭ $ࣗ ǶǑ ǖǶ˙ƨȳ ŗ
ʌɄțʯʚǶɄȳ ʚɄ $ࣗ ʚǫƨȳ Ƕʚ ǶȭɱțǶƨʌ ŗ ʌɄțʯʚǶɄȳ ǑɄɼ ķࣖ ¥ŗȭƨț ࣗ˦ ˝ƨ Ɖŗȳ
ʌɄț˙ƨ ĸ ʚǫƨȳ ˝ƨ Ɖŗȳ ʌɄț˙ƨ ķࣖ İƨ ˝Ƕțț ƕɄȳƨ ʚǫǶʌ ſ˦ ķ =) ĸࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
ȹɮŗƅȑƣ ¶é�, ǑɄɼ țŗȳǖʯŗǖƨ � Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ʚǫŗʚ ɼƨƉƨǶ˙ƨʌ ŗʌ ŗ
˝Ʉɼƕ ˍࣗ ɼƨʚʯɼȳʌ ÿéĎE () ˍ 2 �ࣖ

�ƨȭȭŗ
� ȑŗȩǐʠŗǐƣ ĩ ɼƨƕʯƉƨʌ ʋȹ ŗ ȑŗȩǐʠŗǐƣ Īࣗ Ǯǋ ȹȩƣ ƅŗȩ ƅȹȩɾʋɮʠƅʋ ŗ
ò� ƐƣƅǮƐƣɮ ǋȹɮ ĩ ʠɾǮȩǐ ŗ ǐǮˉƣȩ ȹɮŗƅȑƣ ¶é�,Ī ǋȹɮ Īࣖ

Ģƣ ˍǮȑȑ Ɛƣȩȹʋƣ ʋǣǮɾ ǋŗƅʋ Ż˖ ĩ =) Īࣖ

࢙

the

ii

X EY

decidable



éƨƕʯƉʚǶɄȳ

¡ƨʚŗ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣘ âɼɄſțƨȭ ķ ɮƣƐʠƅƣɾ ʚɄ ɱɼɄſțƨȭ $ࣗ ǶǑ ǖǶ˙ƨȳ ŗ
ʌɄțʯʚǶɄȳ ʚɄ $ࣗ ʚǫƨȳ Ƕʚ ǶȭɱțǶƨʌ ŗ ʌɄțʯʚǶɄȳ ǑɄɼ ķࣖ ¥ŗȭƨț ࣗ˦ ˝ƨ Ɖŗȳ
ʌɄț˙ƨ ĸ ʚǫƨȳ ˝ƨ Ɖŗȳ ʌɄț˙ƨ ķࣖ İƨ ˝Ƕțț ƕɄȳƨ ʚǫǶʌ ſ˦ ķ =) ĸࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
ȹɮŗƅȑƣ ¶é�, ǑɄɼ țŗȳǖʯŗǖƨ � Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ʚǫŗʚ ɼƨƉƨǶ˙ƨʌ ŗʌ ŗ
˝Ʉɼƕ ˍࣗ ɼƨʚʯɼȳʌ ÿéĎE () ˍ 2 �ࣖ

�ƨȭȭŗ
� ȑŗȩǐʠŗǐƣ ĩ ɼƨƕʯƉƨʌ ʋȹ ŗ ȑŗȩǐʠŗǐƣ Īࣗ Ǯǋ ȹȩƣ ƅŗȩ ƅȹȩɾʋɮʠƅʋ ŗ
ò� ƐƣƅǮƐƣɮ ǋȹɮ ĩ ʠɾǮȩǐ ŗ ǐǮˉƣȩ ȹɮŗƅȑƣ ¶é�,Ī ǋȹɮ Īࣖ

Ģƣ ˍǮȑȑ Ɛƣȩȹʋƣ ʋǣǮɾ ǋŗƅʋ Ż˖ ĩ =) Īࣖ

࢙

I

to proveY

is undecidable



éƨƕʯƉʚǶɄȳ

¡ƨʚŗ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳࣘ âɼɄſțƨȭ ķ ɮƣƐʠƅƣɾ ʚɄ ɱɼɄſțƨȭ $ࣗ ǶǑ ǖǶ˙ƨȳ ŗ
ʌɄțʯʚǶɄȳ ʚɄ $ࣗ ʚǫƨȳ Ƕʚ ǶȭɱțǶƨʌ ŗ ʌɄțʯʚǶɄȳ ǑɄɼ ķࣖ ¥ŗȭƨț ࣗ˦ ˝ƨ Ɖŗȳ
ʌɄț˙ƨ ĸ ʚǫƨȳ ˝ƨ Ɖŗȳ ʌɄț˙ƨ ķࣖ İƨ ˝Ƕțț ƕɄȳƨ ʚǫǶʌ ſ˦ ķ =) ĸࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
ȹɮŗƅȑƣ ¶é�, ǑɄɼ țŗȳǖʯŗǖƨ � Ƕʌ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ʚǫŗʚ ɼƨƉƨǶ˙ƨʌ ŗʌ ŗ
˝Ʉɼƕ ˍࣗ ɼƨʚʯɼȳʌ ÿéĎE () ˍ 2 �ࣖ

�ƨȭȭŗ
� ȑŗȩǐʠŗǐƣ ĩ ɼƨƕʯƉƨʌ ʋȹ ŗ ȑŗȩǐʠŗǐƣ Īࣗ Ǯǋ ȹȩƣ ƅŗȩ ƅȹȩɾʋɮʠƅʋ ŗ
ò� ƐƣƅǮƐƣɮ ǋȹɮ ĩ ʠɾǮȩǐ ŗ ǐǮˉƣȩ ȹɮŗƅȑƣ ¶é�,Ī ǋȹɮ Īࣖ

Ģƣ ˍǮȑȑ Ɛƣȩȹʋƣ ʋǣǮɾ ǋŗƅʋ Ż˖ ĩ =) Īࣖ

࢙

Decide



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ɱɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨ

 ĸࣘ âɼɄſțƨȭࣩțŗȳǖʯŗǖƨ ǑɄɼ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ
ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 âɼɄɄǑ ˙Ƕŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳࣖ éƨʌʯțʚ Ƕȳ ŗ ɱɼɄɄǑ ſ˦ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ
 �ࣘ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ĸࣖ
 �ʌʌʯȭƨ � Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨƕ ſ˦ ÿ¡ �ࣖ
 ,ɼƨŗʚƨ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ȕȳɄ˝ȳ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ɱɼɄſțƨȭ ķ ʯʌǶȳǖ
�ࣖ

 éƨʌʯțʚ Ƕȳ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ķ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ �ò�ࣱࣖ
 ,ɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳ ķ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ
 ÿǫʯʌࣗ � ȭʯʌʚ ſƨ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

ࡱࡹ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ɱɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨ

 ĸࣘ âɼɄſțƨȭࣩțŗȳǖʯŗǖƨ ǑɄɼ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ
ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 âɼɄɄǑ ˙Ƕŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳࣖ éƨʌʯțʚ Ƕȳ ŗ ɱɼɄɄǑ ſ˦ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ

 �ࣘ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ĸࣖ
 �ʌʌʯȭƨ � Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨƕ ſ˦ ÿ¡ �ࣖ
 ,ɼƨŗʚƨ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ȕȳɄ˝ȳ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ɱɼɄſțƨȭ ķ ʯʌǶȳǖ
�ࣖ

 éƨʌʯțʚ Ƕȳ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ķ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ �ò�ࣱࣖ
 ,ɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳ ķ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ
 ÿǫʯʌࣗ � ȭʯʌʚ ſƨ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

ࡱࡹ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ɱɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨ

 ĸࣘ âɼɄſțƨȭࣩțŗȳǖʯŗǖƨ ǑɄɼ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ
ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 âɼɄɄǑ ˙Ƕŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳࣖ éƨʌʯțʚ Ƕȳ ŗ ɱɼɄɄǑ ſ˦ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ
 �ࣘ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ĸࣖ

 �ʌʌʯȭƨ � Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨƕ ſ˦ ÿ¡ �ࣖ
 ,ɼƨŗʚƨ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ȕȳɄ˝ȳ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ɱɼɄſțƨȭ ķ ʯʌǶȳǖ
�ࣖ

 éƨʌʯțʚ Ƕȳ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ķ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ �ò�ࣱࣖ
 ,ɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳ ķ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ
 ÿǫʯʌࣗ � ȭʯʌʚ ſƨ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

ࡱࡹ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ɱɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨ

 ĸࣘ âɼɄſțƨȭࣩțŗȳǖʯŗǖƨ ǑɄɼ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ
ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 âɼɄɄǑ ˙Ƕŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳࣖ éƨʌʯțʚ Ƕȳ ŗ ɱɼɄɄǑ ſ˦ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ
 �ࣘ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ĸࣖ
 �ʌʌʯȭƨ � Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨƕ ſ˦ ÿ¡ �ࣖ

 ,ɼƨŗʚƨ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ȕȳɄ˝ȳ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ɱɼɄſțƨȭ ķ ʯʌǶȳǖ
�ࣖ

 éƨʌʯțʚ Ƕȳ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ķ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ �ò�ࣱࣖ
 ,ɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳ ķ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ
 ÿǫʯʌࣗ � ȭʯʌʚ ſƨ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

ࡱࡹ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ɱɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨ

 ĸࣘ âɼɄſțƨȭࣩțŗȳǖʯŗǖƨ ǑɄɼ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ
ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 âɼɄɄǑ ˙Ƕŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳࣖ éƨʌʯțʚ Ƕȳ ŗ ɱɼɄɄǑ ſ˦ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ
 �ࣘ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ĸࣖ
 �ʌʌʯȭƨ � Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨƕ ſ˦ ÿ¡ �ࣖ
 ,ɼƨŗʚƨ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ȕȳɄ˝ȳ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ɱɼɄſțƨȭ ķ ʯʌǶȳǖ
�ࣖ

 éƨʌʯțʚ Ƕȳ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ķ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ �ò�ࣱࣖ
 ,ɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳ ķ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ
 ÿǫʯʌࣗ � ȭʯʌʚ ſƨ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

ࡱࡹ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ɱɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨ

 ĸࣘ âɼɄſțƨȭࣩțŗȳǖʯŗǖƨ ǑɄɼ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ
ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 âɼɄɄǑ ˙Ƕŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳࣖ éƨʌʯțʚ Ƕȳ ŗ ɱɼɄɄǑ ſ˦ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ
 �ࣘ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ĸࣖ
 �ʌʌʯȭƨ � Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨƕ ſ˦ ÿ¡ �ࣖ
 ,ɼƨŗʚƨ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ȕȳɄ˝ȳ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ɱɼɄſțƨȭ ķ ʯʌǶȳǖ
�ࣖ

 éƨʌʯțʚ Ƕȳ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ķ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ �ò�ࣱࣖ

 ,ɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳ ķ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ
 ÿǫʯʌࣗ � ȭʯʌʚ ſƨ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

ࡱࡹ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ɱɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨ

 ĸࣘ âɼɄſțƨȭࣩțŗȳǖʯŗǖƨ ǑɄɼ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ
ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 âɼɄɄǑ ˙Ƕŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳࣖ éƨʌʯțʚ Ƕȳ ŗ ɱɼɄɄǑ ſ˦ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ
 �ࣘ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ĸࣖ
 �ʌʌʯȭƨ � Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨƕ ſ˦ ÿ¡ �ࣖ
 ,ɼƨŗʚƨ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ȕȳɄ˝ȳ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ɱɼɄſțƨȭ ķ ʯʌǶȳǖ
�ࣖ

 éƨʌʯțʚ Ƕȳ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ķ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ �ò�ࣱࣖ
 ,ɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳ ķ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 ÿǫʯʌࣗ � ȭʯʌʚ ſƨ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

ࡱࡹ



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ɱɼɄɄǑ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨ

 ĸࣘ âɼɄſțƨȭࣩțŗȳǖʯŗǖƨ ǑɄɼ ˝ǫǶƉǫ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ
ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 âɼɄɄǑ ˙Ƕŗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳࣖ éƨʌʯțʚ Ƕȳ ŗ ɱɼɄɄǑ ſ˦ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ
 �ࣘ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ĸࣖ
 �ʌʌʯȭƨ � Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨƕ ſ˦ ÿ¡ �ࣖ
 ,ɼƨŗʚƨ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ȕȳɄ˝ȳ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ɱɼɄſțƨȭ ķ ʯʌǶȳǖ
�ࣖ

 éƨʌʯțʚ Ƕȳ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ ķ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ �ò�ࣱࣖ
 ,ɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳ ķ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ
 ÿǫʯʌࣗ � ȭʯʌʚ ſƨ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

ࡱࡹ

t.EE



éƨƕʯƉʚǶɄȳ ǶȭɱțǶƨʌ ƕƨƉǶƕŗſǶțǶʚ˦

�ƨȭȭŗ
�ƣʋ ĩ ŗȩƐ Ī Żƣ ʋˍȹ ȑŗȩǐʠŗǐƣɾࣗ ŗȩƐ ŗɾɾʠȣƣ ʋǣŗʋ ĩ =) Īࣖ tǋ Ī
Ǯɾ ƐƣƅǮƐŗŻȑƣ ʋǣƣȩ ĩ Ǯɾ ƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ a ſƨ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ Ī ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ Ʉɼ ŗ ÿ¡ࣱࣖ óǶȳƉƨ ĩ
ɼƨƕʯƉƨʌ ʚɄ Ī ࣗ Ƕʚ ǑɄțțɄ˝ʌ ʚǫŗʚ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ɱɼɄƉƨƕʯɼƨ aĩ|Ī ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ
ƕƨƉǶƕƨɼࣱ ǑɄɼ ĩ ʚǫŗʚ ʯʌƨʌ ŗȳ ɄɼŗƉțƨ ǑɄɼ Ī ŗʌ ŗ ʌʯſɼɄʯʚǶȳƨࣖ İƨ
ɼƨɱțŗƉƨ ʚǫƨ Ɖŗțțʌ ʚɄ ʚǫǶʌ ɄɼŗƉțƨ Ƕȳ aĩ|Ī ſ˦ Ɖŗțțʌ ʚɄ aࣖ ÿǫƨ
ɼƨʌʯțʚǶȳǖ ɱɼɄǖɼŗȭ aĩ Ƕʌ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ŗȳƕ Ƕʚʌ țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ ĩࣖ ÿǫʯʌ ĩ
Ƕʌ ƕƨƉǶƕŗſțƨ ࣯Ʉɼ ȭɄɼƨ ǑɄɼȭŗțț˦ ÿ¡ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣱࣖ

ࡹࡹ



ÿǫƨ ƉɄʯȳʚɼŗɱɄʌǶʚǶ˙ƨࣖࣖࣖ

�ƨȭȭŗ
�ƣʋ ĩ ŗȩƐ Ī Żƣ ʋˍȹ ȑŗȩǐʠŗǐƣɾࣗ ŗȩƐ ŗɾɾʠȣƣ ʋǣŗʋ ĩ =) Īࣖ tǋ ĩ
Ǯɾ ʠȩƐƣƅǮƐŗŻȑƣ ʋǣƣȩ Ī Ǯɾ ʠȩƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

ࡽࡹ



pŗțʚǶȳǖ



ÿǫƨ ǫŗțʚǶȳǖ ɱɼɄſțƨȭ

�ŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ŗțț ɱŗǶɼʌ h�,ˍi ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ � ǣŗȑʋɾ Ʉȳ ˍࣘ

�>�Hi =
n
h�,ˍi

���� Ƕʌ ŗ ò� ŗȳƕ � ʌʚɄɱʌ Ʉȳ ˍ
o
.

óǶȭǶțŗɼ ʚɄ țŗȳǖʯŗǖƨ ŗțɼƨŗƕ˦ ȕȳɄ˝ȳ ʚɄ ſƨ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣘ

�ò� =
n
h�,ˍi

���� Ƕʌ ŗ ò� ŗȳƕ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ
o
.

ࢁࡹ

Atm A Hat



¶ȳ ˝ŗ˦ ʚɄ ɱɼɄ˙Ƕȳǖ ʚǫŗʚ pŗțʚǶȳǖ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

�ƨȭȭŗ
òǣƣ ȑŗȩǐʠŗǐƣ �ò� ɮƣƐʠƅƣɾ ʋȹ �>�Hiࣖ �ŗȣƣȑ ̟ࣗ ǐǮˉƣȩ ŗȩ ȹɮŗƅȑƣ ǋȹɮ
�>�Hi ȹȩƣ ƅŗȩ ŻʠǮȑƐ ŗ ƐƣƅǮƐƣɮ ࣯ʋǣŗʋ ʠɾƣɾ ʋǣǮɾ ȹɮŗƅȑƣࣰ ǋȹɮ �ò�ࣖ

ࢅࡹ

OR.AE aLp
accept it M halts on w

reject if M does not halt on u

LM.ws Atm

resin
si E n a.m



¶ȳ ˝ŗ˦ ʚɄ ɱɼɄ˙Ƕȳǖ ʚǫŗʚ pŗțʚǶȳǖ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

âɼɄɄǑࣖ
�ƨʚ ¶é�,lŗȑʋ ſƨ ʚǫƨ ǖǶ˙ƨȳ ɄɼŗƉțƨ ǑɄɼ �>�Hiࣖ İƨ ſʯǶțƕ ʚǫƨ
ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò�ࣖ
�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò�

⇣
h�,ˍi

⌘

ɮƣɾ ¶é�,lŗȑʋ
⇣
h�,ˍi

⌘

ϟϟ °§ � �Ð�ã ÉÐê �Âê ÐÉ ˍ ê�É ß�¼��êϙ
ǶǑ ɮƣɾ = ß�¼��ê ʚǫƨȳ

�Âê �É� ß�¼��êϙ
ϟϟ � �Âêã ÐÉ ˍ ã°É�� ɮƣɾ =�++2Tiϙ
ϟϟ [°ÈïÂ�ê°É¨ � ÐÉ ˍ ê�ßÈ°É�ê�ã °É §°É°ê� ê°È�ϙ
ɮƣɾࡽ  [°ÈïÂ�ê� � ÐÉ ˍϙ
ɼƨʚʯɼȳ ɮƣɾࡽϙ

ÿǫǶʌ ɱɼɄƉƨƕʯɼƨ ŗț˝ŗ˦ʌ ɼƨʚʯɼȳ ŗȳƕ ŗʌ ʌʯƉǫ Ƕʚʌ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ
�ò�ࣖ ࢉࡹ

From assuming
AHALT is

decidable

Decider
for
per



ÿǫƨ pŗțʚǶȳǖ ɱɼɄſțƨȭ Ƕʌ ȳɄʚ ƕƨƉǶƕŗſțƨ

ÿǫƨɄɼƨȭ
òǣƣ ȑŗȩǐʠŗǐƣ �>�Hi Ǯɾ ȩȹʋ ƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

âɼɄɄǑࣖ
�ʌʌʯȭƨࣗ ǑɄɼ ʚǫƨ ʌŗȕƨ ɄǑ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣗ ʚǫŗʚ �>�Hi Ƕʌ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ
�ʌ ʌʯƉǫࣗ ʚǫƨɼƨ Ƕʌ ŗ ÿ¡ࣗ ƕƨȳɄʚƨƕ ſ˦ ò�>�Hiࣗ ʚǫŗʚ Ƕʌ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ
�>�Hiࣖ İƨ Ɖŗȳ ʯʌƨ ò�>�Hi ŗʌ ŗȳ ǶȭɱțƨȭƨȳʚŗʚǶɄȳ ɄǑ ŗȳ ɄɼŗƉțƨ ǑɄɼ
�>�Hiࣗ ˝ǫǶƉǫ ˝Ʉʯțƕ Ƕȭɱț˦ ʚǫŗʚ Ʉȳƨ Ɖŗȳ ſʯǶțƕ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò�ࣖ
pɄ˝ƨ˙ƨɼࣗ �ò� Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ � ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣖ yʚ ȭʯʌʚ ſƨ ʚǫŗʚ
�>�Hi Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

ࢍࡹ



ÿǫƨ ʌŗȭƨ ɱɼɄɄǑ ſ˦ ̇ǖʯɼƨࣖࣖࣖ

hM, wi hM, wi
TMHalt

Simulate M
on w

accept

reject

reject

accept

reject

reject

Turing machine for ATM

accept

ࣖࣖࣖ ǶǑ �>�Hi Ƕʌ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣗ ʚǫƨȳ �ò� Ƕʌ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣗ ˝ǫǶƉǫ Ƕʌ
ǶȭɱɄʌʌǶſțƨࣖ

ࡹ

RAC



EȭɱʚǶȳƨʌʌ



ÿǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ƨȭɱʚ˦ țŗȳǖʯŗǖƨʌ

 Bò� =
n
h�i

���� Ƕʌ ŗ ÿ¡ ŗȳƕ �(�) = ;
o
.

 ò�Bò�ࣘ �ʌʌʯȭƨ ˝ƨ ŗɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ʚǫǶʌ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ Bò�ࣖ
 ¥ƨƨƕ ʚɄ ʯʌƨ ò�Bò� ʚɄ ſʯǶțƕ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò�ࣖ
 6ƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò� Ƕʌ ǖǶ˙ƨȳ � ŗȳƕ ˍ ŗȳƕ ȭʯʌʚ ƕƨƉǶƕƨ ˝ǫƨʚǫƨɼ
� ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ

 éƨʌʚɼʯƉʚʯɼƨ ɸʯƨʌʚǶɄȳ ʚɄ ſƨ ŗſɄʯʚ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ǫŗ˙Ƕȳǖ
ŗȳ ƨȭɱʚ˦ țŗȳǖʯŗǖƨࣖ

 óɄȭƨǫɄ˝ ȭŗȕƨ ʚǫƨ ʌƨƉɄȳƕ Ƕȳɱʯʚ ࣯ˍࣱ ƕǶʌŗɱɱƨŗɼࣖ

 yƕƨŗࣘ ǫŗɼƕࣽƉɄƕƨ ˍ ǶȳʚɄ �ࣗ ƉɼƨŗʚǶȳǖ ŗ ÿ¡ �ˍ ˝ǫǶƉǫ ɼʯȳʌ �
Ʉȳ ʚǫƨ ̇˥ƨƕ ʌʚɼǶȳǖ ˍࣖ

 ÿ¡ �ˍ ࣘ
ࣖࡹ yȳɱʯʚ ঋ ˕ ࣯˝ǫǶƉǫ ˝Ƕțț ſƨ ǶǖȳɄɼƨƕࣱ
ࣖࡽ óǶȭʯțŗʚƨ � Ʉȳ ˍࣖ
ࣖࢁ yǑ ʚǫƨ ʌǶȭʯțŗʚǶɄȳ ŗƉƉƨɱʚʌࣗ ŗƉƉƨɱʚࣖ yǑ ʚǫƨ ʌǶȭʯțŗʚǶɄȳ ɼƨȍƨƉʚʌࣗ
ɼƨȍƨƉʚࣖ

ࡹ

Assume Eton is
decidable



ÿǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ƨȭɱʚ˦ țŗȳǖʯŗǖƨʌ

 Bò� =
n
h�i

���� Ƕʌ ŗ ÿ¡ ŗȳƕ �(�) = ;
o
.

 ò�Bò�ࣘ �ʌʌʯȭƨ ˝ƨ ŗɼƨ ǖǶ˙ƨȳ ʚǫǶʌ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ Bò�ࣖ
 ¥ƨƨƕ ʚɄ ʯʌƨ ò�Bò� ʚɄ ſʯǶțƕ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò�ࣖ
 6ƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò� Ƕʌ ǖǶ˙ƨȳ � ŗȳƕ ˍ ŗȳƕ ȭʯʌʚ ƕƨƉǶƕƨ ˝ǫƨʚǫƨɼ
� ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ

 éƨʌʚɼʯƉʚʯɼƨ ɸʯƨʌʚǶɄȳ ʚɄ ſƨ ŗſɄʯʚ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ǫŗ˙Ƕȳǖ
ŗȳ ƨȭɱʚ˦ țŗȳǖʯŗǖƨࣖ

 óɄȭƨǫɄ˝ ȭŗȕƨ ʚǫƨ ʌƨƉɄȳƕ Ƕȳɱʯʚ ࣯ˍࣱ ƕǶʌŗɱɱƨŗɼࣖ
 yƕƨŗࣘ ǫŗɼƕࣽƉɄƕƨ ˍ ǶȳʚɄ �ࣗ ƉɼƨŗʚǶȳǖ ŗ ÿ¡ �ˍ ˝ǫǶƉǫ ɼʯȳʌ �
Ʉȳ ʚǫƨ ̇˥ƨƕ ʌʚɼǶȳǖ ˍࣖ

 ÿ¡ �ˍ ࣘ
ࣖࡹ yȳɱʯʚ ঋ ˕ ࣯˝ǫǶƉǫ ˝Ƕțț ſƨ ǶǖȳɄɼƨƕࣱ
ࣖࡽ óǶȭʯțŗʚƨ � Ʉȳ ˍࣖ
ࣖࢁ yǑ ʚǫƨ ʌǶȭʯțŗʚǶɄȳ ŗƉƉƨɱʚʌࣗ ŗƉƉƨɱʚࣖ yǑ ʚǫƨ ʌǶȭʯțŗʚǶɄȳ ɼƨȍƨƉʚʌࣗ
ɼƨȍƨƉʚࣖ ࡹ

i

MwG

hardcoded
string



EȭſƨƕƕǶȳǖ ʌʚɼǶȳǖʌࣖࣖࣖ

 eǶ˙ƨȳ ɱɼɄǖɼŗȭ h�i ŗȳƕ Ƕȳɱʯʚ ˍࣖࣖࣖ
 ࣖࣖࣖƉŗȳ Ʉʯʚɱʯʚ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ h�ˍiࣖ
 ÿǫƨ ɱɼɄǖɼŗȭ �ˍ ʌǶȭʯțŗʚƨʌ � Ʉȳ ˍࣖ �ȳƕ ŗƉƉƨɱʚʌࣩɼƨȍƨƉʚʌ
ŗƉƉɄɼƕǶȳǖț ࣖ˦

 EȭſƨƕóʚɼǶȳǖ(h�,ˍi) Ƕȳɱʯʚ ʚ˝Ʉ ʌʚɼǶȳǖʌ h�i ŗȳƕ ˍࣗ ŗȳƕ
Ʉʯʚɱʯʚ ŗ ʌʚɼǶȳǖ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ࣯ÿ¡ࣱ h�ˍiࣖ

 İǫŗʚ Ƕʌ �(�ˍ)ࣞ
 óǶȳƉƨ �ˍ ǶǖȳɄɼƨʌ Ƕȳɱʯʚ ˕ࣖࣖ țŗȳǖʯŗǖƨ �ˍ Ƕʌ ƨǶʚǫƨɼ ⌃⇤ Ʉɼ ;ࣖ
yʚ Ƕʌ ⌃⇤ ǶǑ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣗ ŗȳƕ Ƕʚ Ƕʌ ; ǶǑ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍࣖ

࢙ࡹ



EȭſƨƕƕǶȳǖ ʌʚɼǶȳǖʌࣖࣖࣖ

 eǶ˙ƨȳ ɱɼɄǖɼŗȭ h�i ŗȳƕ Ƕȳɱʯʚ ˍࣖࣖࣖ
 ࣖࣖࣖƉŗȳ Ʉʯʚɱʯʚ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ h�ˍiࣖ
 ÿǫƨ ɱɼɄǖɼŗȭ �ˍ ʌǶȭʯțŗʚƨʌ � Ʉȳ ˍࣖ �ȳƕ ŗƉƉƨɱʚʌࣩɼƨȍƨƉʚʌ
ŗƉƉɄɼƕǶȳǖț ࣖ˦

 EȭſƨƕóʚɼǶȳǖ(h�,ˍi) Ƕȳɱʯʚ ʚ˝Ʉ ʌʚɼǶȳǖʌ h�i ŗȳƕ ˍࣗ ŗȳƕ
Ʉʯʚɱʯʚ ŗ ʌʚɼǶȳǖ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ࣯ÿ¡ࣱ h�ˍiࣖ

 İǫŗʚ Ƕʌ �(�ˍ)ࣞ

 óǶȳƉƨ �ˍ ǶǖȳɄɼƨʌ Ƕȳɱʯʚ ˕ࣖࣖ țŗȳǖʯŗǖƨ �ˍ Ƕʌ ƨǶʚǫƨɼ ⌃⇤ Ʉɼ ;ࣖ
yʚ Ƕʌ ⌃⇤ ǶǑ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣗ ŗȳƕ Ƕʚ Ƕʌ ; ǶǑ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍࣖ

࢙ࡹ



EȭſƨƕƕǶȳǖ ʌʚɼǶȳǖʌࣖࣖࣖ

 eǶ˙ƨȳ ɱɼɄǖɼŗȭ h�i ŗȳƕ Ƕȳɱʯʚ ˍࣖࣖࣖ
 ࣖࣖࣖƉŗȳ Ʉʯʚɱʯʚ ŗ ɱɼɄǖɼŗȭ h�ˍiࣖ
 ÿǫƨ ɱɼɄǖɼŗȭ �ˍ ʌǶȭʯțŗʚƨʌ � Ʉȳ ˍࣖ �ȳƕ ŗƉƉƨɱʚʌࣩɼƨȍƨƉʚʌ
ŗƉƉɄɼƕǶȳǖț ࣖ˦

 EȭſƨƕóʚɼǶȳǖ(h�,ˍi) Ƕȳɱʯʚ ʚ˝Ʉ ʌʚɼǶȳǖʌ h�i ŗȳƕ ˍࣗ ŗȳƕ
Ʉʯʚɱʯʚ ŗ ʌʚɼǶȳǖ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ࣯ÿ¡ࣱ h�ˍiࣖ

 İǫŗʚ Ƕʌ �(�ˍ)ࣞ
 óǶȳƉƨ �ˍ ǶǖȳɄɼƨʌ Ƕȳɱʯʚ ˕ࣖࣖ țŗȳǖʯŗǖƨ �ˍ Ƕʌ ƨǶʚǫƨɼ ⌃⇤ Ʉɼ ;ࣖ
yʚ Ƕʌ ⌃⇤ ǶǑ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣗ ŗȳƕ Ƕʚ Ƕʌ ; ǶǑ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍࣖ

࢙ࡹ

Di i f une a

retinas
accept if

Maccept
w

rejet
if Al

daa
w

MwG



EȭɱʚǶȳƨʌʌ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ

ÿǫƨɄɼƨȭ
òǣƣ ȑŗȩǐʠŗǐƣ Bò� Ǯɾ ʠȩƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

 �ʌʌʯȭƨ ࣯ǑɄɼ ƉɄȳʚɼŗƕǶƉʚǶɄȳࣱࣗ ʚǫŗʚ Bò� Ƕʌ ƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ
 ò�Bò� ſƨ Ƕʚʌ ƕƨƉǶƕƨɼࣖ
 $ʯǶțƕ ƕƨƉǶƕƨɼ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ǑɄɼ �ò�ࣘ

�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò�(h�,ˍi)
h�ˍi  EȭſƨƕóʚɼǶȳǖ (h�,ˍi)
ɮ  ò�Bò�(h�ˍi)ࣖ
ǶǑ ɮ = ŗƉƉƨɱʚ ʚǫƨȳ

ɼƨʚʯɼȳ ɼƨȍƨƉʚ
ϟϟ ò�Bò�(h�ˍi) ß�¼��ê�� °êã °ÉÜïê
ɼƨʚʯɼȳ ŗƉƉƨɱʚ

ࡱࡽ

Deader for AEmpty
accepts LEND

reset otherwise

Mw is E if Mace

f
means Mwis if Mdna

v
m due w



EȭɱʚǶȳƨʌʌ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ɱɄʌʌǶſțƨ ſƨǫŗ˙ǶɄɼ ɄǑ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� Ʉȳ ʚǫƨ
Ƕȳɱʯʚ h�,ˍiࣖ

 yǑ ò�Bò� ŗƉƉƨɱʚʌ h�ˍiࣗ ʚǫƨȳ �(�ˍ) Ƕʌ ƨȭɱʚ ࣖ˦ ÿǫǶʌ ǶȭɱțǶƨʌ
ʚǫŗʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍࣖ �ʌ ʌʯƉǫࣗ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò�
ɼƨȍƨƉʚʌ Ƕʚʌ Ƕȳɱʯʚ h�,ˍiࣖ

 yǑ ò�Bò� ŗƉƉƨɱʚʌ h�ˍiࣗ ʚǫƨȳ �(�ˍ) Ƕʌ ȳɄʚ ƨȭɱʚ ࣖ˦ ÿǫǶʌ
ǶȭɱțǶƨʌ ʚǫŗʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ óɄ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ŗƉƉƨɱʚʌ
h�,ˍiࣖ

=) �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò�ࣖ

$ʯʚ �ò� Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

ࣖࣖࣖȭʯʌʚ ſƨ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ʚǫŗʚ Bò� Ƕʌ ƕƨƉǶƕŗſțƨ Ƕʌ Ǒŗțʌƨࣖ

ࡹࡽ



EȭɱʚǶȳƨʌʌ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ɱɄʌʌǶſțƨ ſƨǫŗ˙ǶɄɼ ɄǑ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� Ʉȳ ʚǫƨ
Ƕȳɱʯʚ h�,ˍiࣖ

 yǑ ò�Bò� ŗƉƉƨɱʚʌ h�ˍiࣗ ʚǫƨȳ �(�ˍ) Ƕʌ ƨȭɱʚ ࣖ˦ ÿǫǶʌ ǶȭɱțǶƨʌ
ʚǫŗʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍࣖ �ʌ ʌʯƉǫࣗ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò�
ɼƨȍƨƉʚʌ Ƕʚʌ Ƕȳɱʯʚ h�,ˍiࣖ

 yǑ ò�Bò� ŗƉƉƨɱʚʌ h�ˍiࣗ ʚǫƨȳ �(�ˍ) Ƕʌ ȳɄʚ ƨȭɱʚ ࣖ˦ ÿǫǶʌ
ǶȭɱțǶƨʌ ʚǫŗʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ óɄ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ŗƉƉƨɱʚʌ
h�,ˍiࣖ

=) �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò�ࣖ

$ʯʚ �ò� Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

ࣖࣖࣖȭʯʌʚ ſƨ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ʚǫŗʚ Bò� Ƕʌ ƕƨƉǶƕŗſțƨ Ƕʌ Ǒŗțʌƨࣖ

ࡹࡽ



EȭɱʚǶȳƨʌʌ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ɱɄʌʌǶſțƨ ſƨǫŗ˙ǶɄɼ ɄǑ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� Ʉȳ ʚǫƨ
Ƕȳɱʯʚ h�,ˍiࣖ

 yǑ ò�Bò� ŗƉƉƨɱʚʌ h�ˍiࣗ ʚǫƨȳ �(�ˍ) Ƕʌ ƨȭɱʚ ࣖ˦ ÿǫǶʌ ǶȭɱțǶƨʌ
ʚǫŗʚ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍࣖ �ʌ ʌʯƉǫࣗ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò�
ɼƨȍƨƉʚʌ Ƕʚʌ Ƕȳɱʯʚ h�,ˍiࣖ

 yǑ ò�Bò� ŗƉƉƨɱʚʌ h�ˍiࣗ ʚǫƨȳ �(�ˍ) Ƕʌ ȳɄʚ ƨȭɱʚ ࣖ˦ ÿǫǶʌ
ǶȭɱțǶƨʌ ʚǫŗʚ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ óɄ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ŗƉƉƨɱʚʌ
h�,ˍiࣖ

=) �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� Ƕʌ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò�ࣖ

$ʯʚ �ò� Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖࣖࣖ

ࣖࣖࣖȭʯʌʚ ſƨ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ʚǫŗʚ Bò� Ƕʌ ƕƨƉǶƕŗſțƨ Ƕʌ Ǒŗțʌƨࣖ

ࡹࡽ



EȭɱʚǶȳƨʌʌ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ ˙Ƕŗ ƕǶŗǖɼŗȭ

hM, wi
EmbedString

accept

reject

accept

reject

AnotherDecider-ATM

hMwi TMETM

�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ȳƨ˙ƨɼ ŗƉʚʯŗțț˦ ɼʯȳʌ ʚǫƨ ƉɄƕƨ ǑɄɼ �ˍ ࣖ yʚ
ǫŗȳƕʌ ʚǫƨ ƉɄƕƨ ʚɄ ŗ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ò�Bò� ˝ǫǶƉǫ ŗȳŗț˦˲ƨʌ ˝ǫŗʚ ʚǫƨ
ƉɄƕƨ ˝Ʉʯțƕ ƕɄ ǶǑ ɼʯȳ Ƕʚࣖ óɄ Ƕʚ ƕɄƨʌ ȳɄʚ ȭŗʚʚƨɼ ʚǫŗʚ �ˍ ȭǶǖǫʚ ǖɄ
ǶȳʚɄ ŗȳ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ țɄɄɱࣖ

ࡽࡽ



EɸʯŗțǶʚ˦



EɸʯŗțǶʚ˦ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ

BÜò� =
n
h�,�i

���� ŗȳƕ � ŗɼƨ ÿ¡ऒʌ ŗȳƕ �(�) = �(�)
o
.

�ƨȭȭŗ
òǣƣ ȑŗȩǐʠŗǐƣ BÜò� Ǯɾ ʠȩƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

ࢁࡽ

Suspicious
thetisdecidable

ORACEOccm.no
accept if Lcm Kew

is undeciablee reject otherwiseLets use Earptygm TMEmptykm

returnsaccepts
TMEMPTY IRELANDaccoept

accept
e

Tmnt
return
reject



óƉɼŗʚƉǫ

ࢅࡽ



âɼɄɄǑ

âɼɄɄǑࣖ
óʯɱɱɄʌƨ ʚǫŗʚ ˝ƨ ǫŗƕ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ 6ƨƉǶƕƨɼEɸʯŗț ǑɄɼ BÜò�ࣖ ÿǫƨȳ
˝ƨ Ɖŗȳ ſʯǶțƕ ŗ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ Bò� ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣘ

ÿ¡ Þࣘ
ࣖࡹ yȳɱʯʚ ঋ h�i
ࣖࡽ yȳƉțʯƕƨ ʚǫƨ ࣯ƉɄȳʌʚŗȳʚࣱ ƉɄƕƨ ǑɄɼ ŗ ÿ¡ ò ʚǫŗʚ ɼƨȍƨƉʚʌ ŗțț Ƕʚʌ
Ƕȳɱʯʚࣖ İƨ ƕƨȳɄʚƨ ʚǫƨ ʌʚɼǶȳǖ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ò ſ˦ hòiࣖ

ࣖࢁ éʯȳ 6ƨƉǶƕƨɼEɸʯŗț Ʉȳ h�, òiࣖ
ࣖࢅ yǑ 6ƨƉǶƕƨɼEɸʯŗț ŗƉƉƨɱʚʌࣗ ʚǫƨȳ ŗƉƉƨɱʚࣖ
ࣖࢉ yǑ 6ƨƉǶƕƨɼEɸʯŗț ɼƨȍƨƉʚʌࣗ ʚǫƨȳ ɼƨȍƨƉʚࣖ

ࢉࡽ



éƨǖʯțŗɼǶʚ˦



¡ŗȳ˦ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨ țŗȳǖʯŗǖƨʌ

 �țȭɄʌʚ ŗȳ˦ ɱɼɄɱƨɼʚ˦ ƕƨ̇ȳǶȳǖ ŗ ÿ¡ țŗȳǖʯŗǖƨ ǶȳƕʯƉƨʌ ŗ
țŗȳǖʯŗǖƨ ˝ǫǶƉǫ Ƕʌ ʯȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣖ

 ɱɼɄɄǑʌ ŗțț ǫŗ˙ƨ ʚǫƨ ʌŗȭƨ ſŗʌǶƉ ɱŗʚʚƨɼȳࣖ
 éƨǖʯțŗɼǶʚ˦ țŗȳǖʯŗǖƨࣘ

_2;mH�`ò� =
n
h�i

���� Ƕʌ ŗ ÿ¡ ŗȳƕ �(�) Ƕʌ ɼƨǖʯțŗɼ
o
.

 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ�ࣘ �ʌʌʯȭƨ ÿ¡ ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ _2;mH�`ò�ࣖ
 éƨƕʯƉʚǶɄȳ ǑɼɄȭ ǫŗțʚǶȳǖ ɼƨɸʯǶɼƨʌ ʚɄ ʚʯɼȳ ɱɼɄſțƨȭ ŗſɄʯʚ
ƕƨƉǶƕǶȳǖ ˝ǫƨʚǫƨɼ ŗ ÿ¡ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ Ƕʌ ˍ 2 �ò�ࣱ ǶȳʚɄ ŗ
ɱɼɄſțƨȭ ŗſɄʯʚ ˝ǫƨʚǫƨɼ ʌɄȭƨ ÿ¡ ŗƉƉƨɱʚʌ ŗ ɼƨǖʯțŗɼ ʌƨʚ ɄǑ
ʌʚɼǶȳǖʌࣖ

ࢍࡽ



óƉɼŗʚƉǫ

ࡽ



âɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕࣖࣖࣖ

 eǶ˙ƨȳ � ŗȳƕ ˍࣗ ƉɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ÿ¡ �0
ˍ ࣘ

ÿ¡ �0
ˍ ࣘ

࣯Ƕࣱ yȳɱʯʚ ঋ ˕
࣯ǶǶࣱ yǑ ˕ ǫŗʌ ʚǫƨ ǑɄɼȭ ŗȩŻȩࣗ ǫŗțʚ ŗȳƕ ŗƉƉƨɱʚࣖ
࣯ǶǶǶࣱ ¶ʚǫƨɼ˝Ƕʌƨࣗ ʌǶȭʯțŗʚƨ � Ʉȳ ˍࣖ
࣯Ƕ˙ࣱ yǑ ʚǫƨ ʌǶȭʯțŗʚǶɄȳ ŗƉƉƨɱʚʌࣗ ʚǫƨȳ ŗƉƉƨɱʚࣖ
࣯˙ࣱ yǑ ʚǫƨ ʌǶȭʯțŗʚǶɄȳ ɼƨȍƨƉʚʌࣗ ʚǫƨȳ ɼƨȍƨƉʚࣖ

 ȩȹʋ ƨ˥ƨƉʯʚǶȳǖ �0
ˍࣛ

 Ǒƨƨƕ ʌʚɼǶȳǖ h�0
ˍi ǶȳʚɄ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ�

 EȭſƨƕéƨǖʯțŗɼóʚɼǶȳǖࣘ ɱɼɄǖɼŗȭ ˝Ƕʚǫ Ƕȳɱʯʚ h�i ŗȳƕ ˍࣗ ŗȳƕ
Ʉʯʚɱʯʚʌ h�0

ˍiࣗ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ʚǫƨ ɱɼɄǖɼŗȭ �0
ˍ ࣖ

 yǑ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣗ ʚǫƨȳ ŗȳ˦ ˕ ŗƉƉƨɱʚƨƕ ſ˦ �0
ˍ ࣘ �(�0

ˍ) = ⌃⇤ࣖ
 yǑ � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍࣗ ʚǫƨȳ �(�0

ˍ) =
�
ŗȩŻȩ

�� ȩ � ࡱ
 
ࣖ

ࡽ



âɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕࣖࣖࣖ

 ŗȩŻȩ Ƕʌ ȳɄʚ ɼƨǖʯțŗɼࣖ ࣖࣖ
 Ďʌƨ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� Ʉȳ �0

ˍ ʚɄ ƕǶʌʚǶȳǖʯǶʌǫ ʚǫƨʌƨ ʚ˝Ʉ Ɖŗʌƨʌࣖ
 ¥Ʉʚƨ ࣽ ƉɄɄȕƨƕ �0

ˍ ʚɄ ʚǫƨ ƕƨƉǶƕƨɼ ŗʚ ǫŗȳƕࣖ
 � ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò� ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣖ

�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò�(h�,ˍi)
h�0

ˍi  EȭſƨƕéƨǖʯțŗɼóʚɼǶȳǖ (h�,ˍi)
ɮ  6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ�(h�0

ˍi)ࣖ
ɼƨʚʯɼȳ ɮ

 yǑ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� ŗƉƉƨɱʚʌ =) �(�0
ˍ) ɼƨǖʯțŗɼ ࣯Ƕʚʌ ⌃⇤ࣱ

=) �
ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ óɄ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ʌǫɄʯțƕ ŗƉƉƨɱʚ h�,ˍiࣖ

 yǑ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� ɼƨȍƨƉʚʌ =) �(�0
ˍ) Ƕʌ ȳɄʚ ɼƨǖʯțŗɼ =)

�(�0
ˍ) = ŗȩŻȩ =) � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍ =)

�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ʌǫɄʯțƕ ɼƨȍƨƉʚ h�,ˍiࣖ

࢙ࡽ



âɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕࣖࣖࣖ

 ŗȩŻȩ Ƕʌ ȳɄʚ ɼƨǖʯțŗɼࣖ ࣖࣖ
 Ďʌƨ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� Ʉȳ �0

ˍ ʚɄ ƕǶʌʚǶȳǖʯǶʌǫ ʚǫƨʌƨ ʚ˝Ʉ Ɖŗʌƨʌࣖ
 ¥Ʉʚƨ ࣽ ƉɄɄȕƨƕ �0

ˍ ʚɄ ʚǫƨ ƕƨƉǶƕƨɼ ŗʚ ǫŗȳƕࣖ
 � ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò� ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣖ

�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò�(h�,ˍi)
h�0

ˍi  EȭſƨƕéƨǖʯțŗɼóʚɼǶȳǖ (h�,ˍi)
ɮ  6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ�(h�0

ˍi)ࣖ
ɼƨʚʯɼȳ ɮ

 yǑ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� ŗƉƉƨɱʚʌ =) �(�0
ˍ) ɼƨǖʯțŗɼ ࣯Ƕʚʌ ⌃⇤ࣱ =) �

ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ óɄ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ʌǫɄʯțƕ ŗƉƉƨɱʚ h�,ˍiࣖ

 yǑ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� ɼƨȍƨƉʚʌ =) �(�0
ˍ) Ƕʌ ȳɄʚ ɼƨǖʯțŗɼ =)

�(�0
ˍ) = ŗȩŻȩ =) � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍ =)

�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ʌǫɄʯțƕ ɼƨȍƨƉʚ h�,ˍiࣖ

࢙ࡽ



âɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕࣖࣖࣖ

 ŗȩŻȩ Ƕʌ ȳɄʚ ɼƨǖʯțŗɼࣖ ࣖࣖ
 Ďʌƨ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� Ʉȳ �0

ˍ ʚɄ ƕǶʌʚǶȳǖʯǶʌǫ ʚǫƨʌƨ ʚ˝Ʉ Ɖŗʌƨʌࣖ
 ¥Ʉʚƨ ࣽ ƉɄɄȕƨƕ �0

ˍ ʚɄ ʚǫƨ ƕƨƉǶƕƨɼ ŗʚ ǫŗȳƕࣖ
 � ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò� ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣖ

�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò�(h�,ˍi)
h�0

ˍi  EȭſƨƕéƨǖʯțŗɼóʚɼǶȳǖ (h�,ˍi)
ɮ  6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ�(h�0

ˍi)ࣖ
ɼƨʚʯɼȳ ɮ

 yǑ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� ŗƉƉƨɱʚʌ =) �(�0
ˍ) ɼƨǖʯțŗɼ ࣯Ƕʚʌ ⌃⇤ࣱ =) �

ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ óɄ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ʌǫɄʯțƕ ŗƉƉƨɱʚ h�,ˍiࣖ
 yǑ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� ɼƨȍƨƉʚʌ =) �(�0

ˍ) Ƕʌ ȳɄʚ ɼƨǖʯțŗɼ =)
�(�0

ˍ) = ŗȩŻȩ

=) � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍ =)
�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ʌǫɄʯțƕ ɼƨȍƨƉʚ h�,ˍiࣖ

࢙ࡽ



âɼɄɄǑ ƉɄȳʚǶȳʯƨƕࣖࣖࣖ

 ŗȩŻȩ Ƕʌ ȳɄʚ ɼƨǖʯțŗɼࣖ ࣖࣖ
 Ďʌƨ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� Ʉȳ �0

ˍ ʚɄ ƕǶʌʚǶȳǖʯǶʌǫ ʚǫƨʌƨ ʚ˝Ʉ Ɖŗʌƨʌࣖ
 ¥Ʉʚƨ ࣽ ƉɄɄȕƨƕ �0

ˍ ʚɄ ʚǫƨ ƕƨƉǶƕƨɼ ŗʚ ǫŗȳƕࣖ
 � ƕƨƉǶƕƨɼ ǑɄɼ �ò� ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣖ

�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò�(h�,ˍi)
h�0

ˍi  EȭſƨƕéƨǖʯțŗɼóʚɼǶȳǖ (h�,ˍi)
ɮ  6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ�(h�0

ˍi)ࣖ
ɼƨʚʯɼȳ ɮ

 yǑ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� ŗƉƉƨɱʚʌ =) �(�0
ˍ) ɼƨǖʯțŗɼ ࣯Ƕʚʌ ⌃⇤ࣱ =) �

ŗƉƉƨɱʚʌ ˍࣖ óɄ �ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ʌǫɄʯțƕ ŗƉƉƨɱʚ h�,ˍiࣖ
 yǑ 6ƨƉǶƕƨɼéƨǖ� ɼƨȍƨƉʚʌ =) �(�0

ˍ) Ƕʌ ȳɄʚ ɼƨǖʯțŗɼ =)
�(�0

ˍ) = ŗȩŻȩ =) � ƕɄƨʌ ȳɄʚ ŗƉƉƨɱʚ ˍ =)
�ȳɄʚǫƨɼ6ƨƉǶƕƨɼࣽ�ò� ʌǫɄʯțƕ ɼƨȍƨƉʚ h�,ˍiࣖ

࢙ࡽ



éǶƉƨ ʚǫƨɄɼƨȭ

ÿǫƨ ŗſɄ˙ƨ ɱɼɄɄǑʌ ˝ƨɼƨ ʌɄȭƨ˝ǫŗʚ ɼƨɱƨʚǶʚǶɄʯʌࣖࣖࣖ

ࣖࣖࣖʚǫƨ˦ Ƕȭɱț˦ ŗ ȭɄɼƨ ǖƨȳƨɼŗț ɼƨʌʯțʚࣖ

ÿǫƨɄɼƨȭ ࣯éǶƉƨऒʌ ÿǫƨɄɼƨȭࣱࣖ
çʠɤɤȹɾƣ ʋǣŗʋ � Ǯɾ ŗ ȑŗȩǐʠŗǐƣ ȹǋ òʠɮǮȩǐ ȣŗƅǣǮȩƣɾࣙ ʋǣŗʋ Ǯɾࣗ ƣŗƅǣ
ˍȹɮƐ Ǯȩ � ƣȩƅȹƐƣɾ ŗ ò�ࣖ ^ʠɮʋǣƣɮȣȹɮƣࣗ ŗɾɾʠȣƣ ʋǣŗʋ ʋǣƣ
ǋȹȑȑȹˍǮȩǐ ʋˍȹ ɤɮȹɤƣɮʋǮƣɾ ǣȹȑƐࣖ

࣯ŗࣱ �ƣȣŻƣɮɾǣǮɤ Ǯȩ � ƐƣɤƣȩƐɾ ȹȩȑ˖ ȹȩ ʋǣƣ òʠɮǮȩǐ ȣŗƅǣǮȩƣऒɾ
ȑŗȩǐʠŗǐƣࣗ Ǯࣖƣࣖ Ǯǋ �(�) = �(�) ʋǣƣȩ h�i 2 �, h�i 2 �ࣖ

࣯ſࣱ òǣƣ ɾƣʋ � Ǯɾ एȩȹȩࣽʋɮǮˉǮŗȑ ऐࣗ Ǯࣖƣࣖ � 6= ; ŗȩƐ � Ɛȹƣɾ ȩȹʋ ƅȹȩʋŗǮȩ
ŗȑȑ òʠɮǮȩǐ ȣŗƅǣǮȩƣɾࣖ

òǣƣȩ � Ǯɾ ŗ ʠȩƐƣƅǮƐŗŻȑƣࣖ

ࡱࢁ

L Cms Lcm E PB
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