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âɼƨࣽțƨƉʚʯɼƨ ſɼŗǶȳ ʚƨŗʌƨɼ

ĸɄʯ ǫŗ˙ƨ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ƕǶŗǖɼŗȭ ʚǫŗʚ ŗƉƉƨɱʚʌ ŗ
ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼ țŗȳǖʯŗǖƨ ˝ǫɄʌƨ ŗțɱǫŗſƨʚ ⌃ = ,ࡱ} ࣖ{ࡹ âțƨŗʌƨ
ƕƨʌƉɼǶſƨ ʚǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨࣖ

ࡹ



,óࣩE,Eࣽࣘࢅࢁ �ƨƉʚʯɼƨ ࢙ ࣽ ĎȳǶ˙ƨɼʌŗț ÿʯɼǶȳǖ
¡ŗƉǫǶȳƨʌ

�ƨƉʚʯɼƨɼࣘ ¥ǶƉȕ˙ŗʌǫ �ŗȳǶ
,ǫŗʚ ȭɄƕƨɼŗʚɄɼࣘ óŗȭǶɼ �ǫŗȳ
bƨſɼʯŗɼ˦ ࣗࢁࡽ ࡹࡽࡱࡽ

ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ɄǑ yțțǶȳɄǶʌ ŗʚ Ďɼſŗȳŗࣽ,ǫŗȭɱŗǶǖȳ



âɼƨࣽțƨƉʚʯɼƨ ſɼŗǶȳ ʚƨŗʌƨɼ

ĸɄʯ ǫŗ˙ƨ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ƕǶŗǖɼŗȭ ʚǫŗʚ ŗƉƉƨɱʚʌ ŗ
ɱŗɼʚǶƉʯțŗɼ țŗȳǖʯŗǖƨ ˝ǫɄʌƨ ŗțɱǫŗſƨʚ ⌃ = ,ࡱ} ࣖ{ࡹ âțƨŗʌƨ
ƕƨʌƉɼǶſƨ ʚǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨࣖ

ࡽ

000011111000

0h10 In to 00 00 11111 X O 0

LCM go 00 111 x XO
9400 Mill x x x



âɼƨࣽțƨƉʚʯɼƨ ſɼŗǶȳ ʚƨŗʌƨɼ ࣽ ƉɄƕƨ

,ŗȳ ʌǶȭʯțŗʚƨ ÿ¡ Ʉȳ êïß°É¨È��°É�ϙ°Ð ʯʌǶȳǖ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ
ƉɄƕƨࣘ

ãê�ßê ãê�ê�ϓ ãê�ßê
ê��Â�ϓ
ãê�ßêϓ

Ϙ ,É�ï�ê°ú� ��ã�ϓ ãê�ßê û°ê ê� ã�È� ãāÈ�ÐÂϙ
ϓ {ûß°ê�ϓ ϝРϝϔ Wϓ ã��¿}
Ϙ ��ã� ��ã�ϓ �ÈÜêā ãêß°É¨ϙ
ϝĀϝϓ {ûß°ê�ϓ ϝРϝϔ Wϓ ú�ß°§ā}

ã��¿ϓ
ϪϔϝĀϝϫϓ W
ϓ {ûß°ê�ϓ ϝĀϝϔ Wϓ ã��¿}

ã��¿ϓ
ϪϔϝĀϝϫϓ W
ϓ {ûß°ê�ϓ ϝĀϝϔ ;ϓ ß�ã�ê}

ß�ã�êϓ
ϪϔϔϝĀϝϫϓ ;
ϝРϝϓ {Wϓ ãê�ßê}

ú�ß°§āϓ
Āϓ {ûß°ê�ϓ ϝРϝϔ W}
ϝ ϝϓ {;ϓ ����Üê}

����Üêϓ ࢁ

(null)://(null)turingmachine.io


ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ɼƨƉŗɱ



ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ

ࡹ ࡹ ࡱ ࡱ ࡱ ࡱ . . . yȳɱʯʚࣩ¶ʯʚɱʯʚ ÿŗɱƨ

ɪࡱɪࡹ

ɪࡽ

ɪࢁ ࣖ ࣖ ࣖ

ɪȩ

bǶȳǶʚƨ ,ɄȳʚɼɄț

ɪࡹ

éƨŗƕǶȳǖ ŗȳƕ İɼǶʚǶȳǖ pƨŗƕ
࣯ȭɄ˙ƨʌ Ƕȳ ſɄʚǫ ƕǶɼƨƉʚǶɄȳʌࣱ

 yȳɱʯʚ ˝ɼǶʚʚƨȳ Ʉȳ ࣯Ƕȳ̇ȳǶʚƨࣱ Ʉȳƨ ʌǶƕƨƕ ʚŗɱƨࣖ
 óɱƨƉǶŗț ſțŗȳȕ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼʌࣖ
 bǶȳǶʚƨ ʌʚŗʚƨ ƉɄȳʚɼɄț ࣯ʌǶȭǶțŗɼ ʚɄ 6b�ࣱࣖ
 E˙ƨɼ ʌʚƨɱࣘ éƨŗƕ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼ ʯȳƕƨɼ ǫƨŗƕࣗ ˝ɼǶʚƨ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼ Ʉʯʚࣗ
ȭɄ˙ƨ ʚǫƨ ǫƨŗƕ ɼǶǖǫʚ Ʉɼ țƨǑʚ ࣯Ʉɼ ʌʚŗ˦ࣱࣖ

ࢅ



ÿɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳ

ÿɼŗȳʌǶʚǶɄȳ bʯȳƉʚǶɄȳ
� : Ü⇥ � = Ü⇥ �⇥ {�,Þ}

,ʯɼɼƨȳʚ ʌʚŗʚƨ

óƉŗȳȳƨƕ ʌ˦ȭſɄț

¥ƨ˝ óʚŗʚƨ

ó˦ȭſɄț ʚɄ ˝ɼǶʚƨ

6ǶɼƨƉʚǶɄȳ ʚɄ
ȭɄ˙ƨ Ʉȳ ʚŗɱƨ

�(ɪ,ŗ) = (ɤ,Ż, �) ȭƨŗȳʌ
ǑɼɄȭ ʌʚŗʚƨ ɸࣗ Ʉȳ ɼƨŗƕǶȳǖ ŗࣘ
 ǖɄ ʚɄ ʌʚŗʚƨ ɱ
 ˝ɼǶʚƨ ſ
 ȭɄ˙ƨ ǫƨŗƕ �ƨǑʚ

ࢉ



ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ˙ŗɼǶƨȳʚʌ



EɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ÿʯɼǶȳǖ ¡ŗƉǫǶȳƨʌ

óƨ˙ƨɼŗț ˙ŗɼǶŗʚǶɄȳʌ ɄǑ ŗ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨࣘ

 óʚŗȳƕŗɼƕ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ࣯ʌǶȳǖțƨ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ ʚŗɱƨࣱ
 ¡ʯțʚǶࣽʚɼŗƉȕ ʚŗɱƨʌ
 6Ʉʯſț˦ࣽyȳ̇ȳǶʚƨ ÿŗɱƨ
 ¡ʯțʚǶɱțƨ ǫƨŗƕʌ
 ¡ʯțʚǶɱțƨ ǫƨŗƕʌ ŗȳƕ ʚŗɱƨʌ

ࢍ



¡ʯțʚǶࣽʚɼŗƉȕ ÿŗɱƨʌ

óʯɱɱɄʌƨ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ÿ¡ ˝Ƕʚǫ ȭʯțʚǶɱțƨ ʚɼŗƉȕʌࣘ

yʌ ʚǫƨɼƨ ŗȳ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʌǶȳǖțƨࣽʚɼŗƉȕ ÿ¡ࣞ

¥ƨ˝ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣘ
� : Ü⇥ ࡹ� ⇥ ࡽ� ⇥ ࢁ� ! Ü⇥ ࡹ� ⇥ ࡽ� ⇥ ࢁ� ⇥ {ࡹ+,ࡹ�} 



yȳ̇ȳǶʚƨ $ǶࣽƕǶɼƨƉʚǶɄȳŗț ÿŗɱƨ

óʯɱɱɄʌƨ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ÿ¡ ˝Ƕʚǫ ȭʯțʚǶɱțƨ ʚɼŗƉȕʌࣘ

yʌ ʚǫƨɼƨ ŗȳ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʌǶȳǖțƨࣽʚɼŗƉȕ ÿ¡ࣞ

,ŗȳ ȭɄƕƨț ŗʌ ȭʯțʚǶɱțƨ ʚŗɱƨʌࣖ





yȳ̇ȳǶʚƨ $ǶࣽƕǶɼƨƉʚǶɄȳŗț ÿŗɱƨ

óʯɱɱɄʌƨ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ÿ¡ ˝Ƕʚǫ ȭʯțʚǶɱțƨ ʚɼŗƉȕʌࣘ

yʌ ʚǫƨɼƨ ŗȳ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ʌǶȳǖțƨࣽʚɼŗƉȕ ÿ¡ࣞ

¶ɼ ŗʌ ʌǶȳǖțƨ ʚŗɱƨ Ƕȳʚƨɼțƨŗ˙ƨƕ ˝Ƕʚǫ ɱɄʌǶʚǶ˙ƨ ŗȳƕ ȳƨǖŗʚǶ˙ƨ
Ƕȳƕƨ˥ƨʌࣖ

࢙

iE



¡ʯțʚǶɱțƨ éƨŗƕࣩİɼǶʚƨ pƨŗƕʌ

óʯɱɱɄʌƨ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ÿ¡ ˝Ƕʚǫ ȭʯțʚǶɱțƨ ǫƨŗƕʌࣘ

İǫŗʚ ƕɄƨʌ ʚǫƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǑɄɼ ʚǫƨ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ȳɄȭǶȳŗț
ÿ¡ țɄɄȕ țǶȕƨࣞ

ࡱࡹ
G Q f Q xp x 0,13
Q xQzxQs CQ XQzxQz



¡ʯțʚǶɱțƨ éƨŗƕࣩİɼǶʚƨ pƨŗƕʌ

óʯɱɱɄʌƨ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ŗ ÿ¡ ˝Ƕʚǫ ȭʯțʚǶɱțƨ ǫƨŗƕʌ ŗȳƕ ʚɼŗƉȕʌࣘ

İǫŗʚ ƕɄƨʌ ʚǫƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǑɄɼ ʚǫƨ ƨɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ȳɄȭǶȳŗț
ÿ¡ țɄɄȕ țǶȕƨࣞ

ࡹࡹ

Q xQzxQzxMxMzxMg
Q xQzxQ3 F xMz xD x o BE



ĎȳǶ˙ƨɼʌŗț ÿʯɼǶȳǖ ¡ŗƉǫǶȳƨ



óɱƨƉǶŗț âʯɼɱɄʌƨ ¡ŗƉǫǶȳƨʌࣞ

İƨऒ˙ƨ ʌƨƨȳ ʚǫŗʚ ˦Ʉʯ ȳƨƨƕ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ 6b�ʌ ǑɄɼ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ
țŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ

İƨऒ˙ƨ ʌƨƨȳ ʚǫŗʚ ˦Ʉʯ ȳƨƨƕ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ÿ¡ʌ ǑɄɼ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ

Eŗɼț˦ ƉɄȭɱʯʚƨɼʌ ˝ƨɼƨ ȳɄ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚࣖ

ࡽࡹ



ĎȳǶ˙ƨɼʌŗț ÿʯɼǶȳǖ ¡ŗƉǫǶȳƨ

� ʌǶȳǖțƨ ÿ¡ �ʠ ʚǫŗʚ Ɖŗȳ ƉɄȭɱʯʚƨ ŗȳ˦ʚǫǶȳǖ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨࣛ

ÿŗȕƨʌ ŗʌ Ƕȳɱʯʚࣘ

 ʚǫƨ ƕƨʌƉɼǶɱʚǶɄȳ ɄǑ ʌɄȭƨ Ʉʚǫƨɼ ÿ¡ �
 ƕŗʚŗ ˍ ǑɄɼ � ʚɄ ɼʯȳ Ʉȳ

¶ʯʚɱʯʚʌࣘ

 ɼƨʌʯțʚʌ ɄǑ ɼʯȳȳǶȳǖ �(ˍ)

ࢁࡹ



,ɄƕǶȳǖ ɄǑ ÿ¡ʌ

óǫɄ˝ ǫɄ˝ ʚɄ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ƨ˙ƨɼ˦ ò� ŗʌ ŗ ȳŗʚʯɼŗț ȳʯȭſƨɼ

�ƨȭȭŗ
tǋ � ȹˉƣɮ ŗȑɤǣŗŻƣʋ ,ࡱ} {ࡹ Ǯɾ ŗƅƅƣɤʋƣƐ Ż˖ ɾȹȣƣ ò� �ࣗ ʋǣƣȩ ʋǣƣɮƣ
Ǯɾ ŗ ȹȩƣࣽʋŗɤƣ ò� � ʋǣŗʋ ŗƅƅƣɤʋɾ �ࣗ ɾʠƅǣ ʋǣŗʋ

 � = ,ࡱ} {#,ࡹ
 ɾʋŗʋƣɾ ȩʠȣŻƣɮƣƐ ,ࡹ . . . , ȋ
 ɪࡹ Ǯɾ ŗ ʠȩǮɪʠƣ ɾʋŗɮʋ ɾʋŗʋƣ
 ɪࡽ Ǯɾ ŗ ʠȩǮɪʠƣ ǣŗȑʋࣤŗƅƅƣɤʋ ɾʋŗʋƣ
 ɪࢁ Ǯɾ ŗ ʠȩǮɪʠƣ ǣŗȑʋࣤɮƣȃƣƅʋ ɾʋŗʋƣ

óɄ ʚɄ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ŗ ÿ¡ࣗ ˝ƨ ȳƨƨƕ Ʉȳț˦ țǶʌʚ Ƕʚʌ ʌƨʚ ɄǑ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳʌ ࣽ
ƨ˙ƨɼ˦ʚǫǶȳǖ ƨțʌƨ Ƕʌ ǶȭɱțǶƉǶʚ ſ˦ ʚǫƨ ŗſɄ˙ƨࣖ

ࢅࡹ

footloose
represents

form



EȳƉɄƕǶȳǖ �țɱǫŗſƨʚ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ÿ¡ ʚǫŗʚ ɼƨƉɄǖȳǶ˲ƨʌ ʚǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨ
� = ȩ|ȩࡱȩࡹȩࡱ} � {ࡱ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʌʚŗʚƨ ƕǶŗǖɼŗȭ ʌǫɄ˝ȳ ſƨțɄ˝ࣘ

yȳɱʯʚ ƨȳƉɄƕǶȳǖࣘ
 hࡱi = ࡹࡱࡱ
 hࡹi = ࡱࡹࡱ
 h$i = ࡹࡹࡱ
 h˕i = ࡱࡱࡹ
 h i = ࡱࡱࡱ

E˥ŗȭɱțƨࣘ hࡱࡱࡹࡹࡱࡱi = ࡹࡱࡱ] · ࡹࡱࡱ · ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · ࡹࡱࡱ · [ࡹࡱࡱ
࣯âʯʚʚǶȳǖ · ʌƨɱŗɼŗʚɄɼʌ ǑɄɼ ʚǫƨ ʌŗȕƨ ɄǑ țƨǖǶſǶțǶʚ˦ࣱ

ࢉࡹ

TMM

Mcw



EȳƉɄƕǶȳǖ ʌʚŗʚƨʌ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ÿ¡ ʚǫŗʚ ɼƨƉɄǖȳǶ˲ƨʌ ʚǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨ
� = ȩ|ȩࡱȩࡹȩࡱ} � {ࡱ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʌʚŗʚƨ ƕǶŗǖɼŗȭ ʌǫɄ˝ȳ ſƨțɄ˝ࣘ

óʚŗʚƨ ƨȳƉɄƕǶȳǖࣘ
 hbi�`ii = ࡹࡱࡱ
 hb22FRi = ࡱࡹࡱ
 hb22Fyi = ࡹࡹࡱ
 h`2b2ii = ࡱࡱࡹ
 hp2`B7vi = ࡹࡱࡹ
 h�++2Tii = ࡱࡹࡹ
 h`2D2+ii = ࡱࡱࡱ

ࢍࡹ

Cms

M



EȳƉɄƕǶȳǖ óʚŗʚƨʌ ŗȳƕ �țɱǫŗſƨʚ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ÿ¡ ʚǫŗʚ ɼƨƉɄǖȳǶ˲ƨʌ ʚǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨ
� = ȩ|ȩࡱȩࡹȩࡱ} � {ࡱ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ʌʚŗʚƨ ƕǶŗǖɼŗȭ ʌǫɄ˝ȳ ſƨțɄ˝ࣘ

¥Ʉ˝ ˝ƨ ȳƨƨƕ ʚɄ ƨȳƉɄƕƨ ŗ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳࣖ �ŗʌʚ ʚǫǶȳǖ ˝ƨऒțț ȳƨƨƕ Ƕʌ ʚɄ
ƨȳƉɄƕƨ ʚǫƨ ȭɄ˙ƨȭƨȳʚ ɄǑ ʚǫƨ ǫƨŗƕ ˝ǫǶǫƉ ˝ƨऒțț ƕƨʌƉɼǶſƨ ŗʌࣘ
[H27i, `B;?i] = ,ࡱ] ࣖ[ࡹ

E˥ŗȭɱțƨࣘ pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƨȳƉɄƕƨࣘ �(`2b2i, $) = (bi�`i, $, `B;?i)

�ȳʌ˝ƨɼࣘ ࡱࡱࡹ] · ࡹࡱࡱ|ࡹࡹࡱ · ࡹࡹࡱ · [ࡹ
ࡹ

7

using the state inputalphabet

encodings



EȳƉɄƕǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ʚǫɼɄʯǖǫ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳʌ

�A = [[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]]

ࡹ

µu
transition

functions

in
M



EȳƉɄƕǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ʚǫɼɄʯǖǫ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳʌ

�A = [[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ] [ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]
[ · | ·  · ][ · | ·  · ]]

�(b22Fy, ˕) = (b22Fy, ˕, `B;?i)
࢙ࡹ



EȳƉɄƕǶȳǖ ǶȳǶʚǶŗț ʌʚŗʚƨ

¶ȕ ʌɄ ȳɄ˝ ˝ƨऒ˙ƨ ƨȳƉɄƕƨƕ ʚǫƨ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ࣯�ࣱ ǶȳʚɄ ŗ ʌʚɼǶȳǖࣗ
ǫɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ȭŗȕƨ ŗ ȭŗƉǫǶȳƨ �ʠ(�,ˍ) ˝ǫǶƉǫ ŗƉƉƨɱʚʌ ǶǑ �(ˍ)
ŗƉƉƨɱʚʌࣗ ŗȳƕ ɼƨȍƨƉʚʌ ǶǑ �(ˍ) ɼƨȍƨƉʚʌࣞ

�ƨʚऒʌ ʌʚŗɼʚ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ɄǑ ˍ ࣯țƨʚऒʌ ʌŗ˦ ˍ = ࣱࣘࡱࡱࡹࡹࡱࡱ
hࡱࡱࡹࡹࡱࡱi = ࡹࡱࡱ] · ࡹࡱࡱ · ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · ࡹࡱࡱ · [ࡹࡱࡱ

¥Ʉ˝ țƨʚऒʌ ŗƕƕ ʌɱŗƉƨʌ ȳƨ˥ʚ ʚɄ ƨŗƉǫ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼ ʌɄ ˝ƨ Ɖŗȳ ȭŗɼȕ
˝ǫƨɼƨ �ऒʌ ǫƨŗƕ Ƕʌࣘ
ࡱࡱࡱ]] · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · [[ࡹࡱࡱ

ࡱࡽ



EȳƉɄƕǶȳǖ ǶȳǶʚǶŗț ʌʚŗʚƨ

¶ȕ ʌɄ ȳɄ˝ ˝ƨऒ˙ƨ ƨȳƉɄƕƨƕ ʚǫƨ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ࣯�ࣱ ǶȳʚɄ ŗ ʌʚɼǶȳǖࣗ
ǫɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ȭŗȕƨ ŗ ȭŗƉǫǶȳƨ �ʠ(�,ˍ) ˝ǫǶƉǫ ŗƉƉƨɱʚʌ ǶǑ �(ˍ)
ŗƉƉƨɱʚʌࣗ ŗȳƕ ɼƨȍƨƉʚʌ ǶǑ �(ˍ) ɼƨȍƨƉʚʌࣞ

�ƨʚऒʌ ʌʚŗɼʚ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ɄǑ ˍ ࣯țƨʚऒʌ ʌŗ˦ ˍ = ࣱࣘࡱࡱࡹࡹࡱࡱ
hࡱࡱࡹࡹࡱࡱi = ࡹࡱࡱ] · ࡹࡱࡱ · ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · ࡹࡱࡱ · [ࡹࡱࡱ

¥Ʉ˝ țƨʚऒʌ ŗƕƕ ʌɱŗƉƨʌ ȳƨ˥ʚ ʚɄ ƨŗƉǫ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼ ʌɄ ˝ƨ Ɖŗȳ ȭŗɼȕ
˝ǫƨɼƨ �ऒʌ ǫƨŗƕ Ƕʌࣘ
ࡱࡱࡱ]] · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · [[ࡹࡱࡱ

ࡱࡽ



EȳƉɄƕǶȳǖ ǶȳǶʚǶŗț ʌʚŗʚƨ

¶ȕ ʌɄ ȳɄ˝ ˝ƨऒ˙ƨ ƨȳƉɄƕƨƕ ʚǫƨ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ࣯�ࣱ ǶȳʚɄ ŗ ʌʚɼǶȳǖࣗ
ǫɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ȭŗȕƨ ŗ ȭŗƉǫǶȳƨ �ʠ(�,ˍ) ˝ǫǶƉǫ ŗƉƉƨɱʚʌ ǶǑ �(ˍ)
ŗƉƉƨɱʚʌࣗ ŗȳƕ ɼƨȍƨƉʚʌ ǶǑ �(ˍ) ɼƨȍƨƉʚʌࣞ

�ƨʚऒʌ ʌʚŗɼʚ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ɄǑ ˍ ࣯țƨʚऒʌ ʌŗ˦ ˍ = ࣱࣘࡱࡱࡹࡹࡱࡱ
hࡱࡱࡹࡹࡱࡱi = ࡹࡱࡱ] · ࡹࡱࡱ · ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · ࡹࡱࡱ · [ࡹࡱࡱ

¥Ʉ˝ țƨʚऒʌ ŗƕƕ ʌɱŗƉƨʌ ȳƨ˥ʚ ʚɄ ƨŗƉǫ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼ ʌɄ ˝ƨ Ɖŗȳ ȭŗɼȕ
˝ǫƨɼƨ �ऒʌ ǫƨŗƕ Ƕʌࣘ
ࡱࡱࡱ]] · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · [[ࡹࡱࡱ

ࡱࡽ
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EȳƉɄƕǶȳǖ ʌʚŗʚƨʌ

âŗƕƕǶȳǖ ʯʌƨƕ ʚɄ ȭŗɼȕ ʌʚŗʚƨࣖ

yȳ ʚǫƨ ſƨǖǶȳȳǶȳǖࣗɪ = hbi�`ii = ࡹࡱࡱ ʌɄ Ʉʯɼ ȭŗƉǫǶȳƨ ʚŗɱƨʌ ǶȳǶʚǶŗț
ʌʚɼǶȳǖ Ƕʌࣘ
ࡹࡱࡱ]] · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡱ][ࡹࡱࡱ · [[ࡹࡱࡱ

óǶȭǶțŗɼț˦ ǶȳʚƨɼȭƨƕǶŗʚƨ ƉɄȳ̇ǖʯɼŗʚǶɄȳ
� = hbi�i2, i�T2 bi`BM;, ?2�/ TQbBiBQMi = (bi�`i, 0ytRty, (ࢁ
˝Ʉʯțƕ ſƨ ȭŗɼȕƨƕ ŗʌࣘ
ࡱࡱࡱ]] · [ࡹࡹࡱ

`2D2+i 0

ࡱࡱࡱ] · [ࡹࡱࡱ
`2D2+i y

ࡱࡱࡱ] · [ࡱࡱࡹ
`2D2+i t

ࡱࡹࡱ] · [ࡱࡹࡱ
`2b2i R

ࡱࡱࡱ] · [ࡱࡱࡹ
`2D2+i t

ࡱࡱࡱ] · [ࡹࡱࡱ
`2D2+i y

]

ࡹࡽ
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ÿǫƨ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗț ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ



Ďÿ¡ ǶȳʚɼɄƕʯƉʚǶɄȳ

¥Ʉ˝ ʚǫŗʚ ˝ƨ ŗɼƨ ŗſțƨ ʚɄ ƨȳƉɄƕƨ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨʌࣗ ˝ƨ ˝ŗȳʚ ʚɄ
ƉɄȳʌʚɼʯƉʚ ŗ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚࣘ

�(�ʠ) = {h�i#ˍ|� �++2Tib ˍ}

�ʠ Ƕʌ ŗ ʌʚɄɼƨƕࣽɱɼɄǖɼŗȭ ƉɄȭɱʯʚƨɼࣖ yʚ ɼƨŗƕʌ < � > ŗȳƕ ƨ˥ƨƉʯʚƨʌ
Ƕʚ Ʉȳ ƕŗʚŗ ˍࣖ

�ʠ ʌǶȭʯțŗʚƨʌ ʚǫƨ ɼʯȳ ɄǑ � Ʉȳ ˍࣖ

ࡽࡽ



EȳƉɄƕǶȳǖʌ

�ࣘ ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ

h�iࣘ ŗ ʌʚɼǶȳǖ ʯȳǶɸʯƨț˦ ƕƨʌƉɼǶſǶȳǖ � ࣯Ƕࣖƨࣖࣗ Ƕʚ Ƕʌ ŗ ȳʯȭſƨɼࣖ

ˍࣘ �ȳ Ƕȳɱʯʚ ʌʚɼǶȳǖࣖ

h�,ˍiࣘ � ʯȳǶɸʯƨ ʌʚɼǶȳǖ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ſɄʚǫ � ŗȳƕ Ƕȳɱʯʚ ˍࣖ

�(�ʠ) = {h�,ˍi� Ƕʌ ŗ ÿ¡ �M/ � ŗƉƉƨɱʚʌ ˍ} .

ࢁࡽ

Ma Maw accept if MCD accepts



�ʠ ¶ɱƨɼŗʚǶɄȳŗț ƉɄȳƉƨɱʚ

İƨ ŗʌʌʯȭƨ ˝ǶʚǫɄʯʚ ŗ țɄʌʌ ɄǑ ǖƨȳƨɼŗțǶʚ˦ ʚǫŗʚ Ʉʯɼ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗț
ʚʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨ ࣯�ʠࣱ ǫŗʌ ʚ˝Ʉ ʚŗɱƨʌ ŗȳƕ ʚ˝Ʉ ǫƨŗƕʌࣘ
 yȳɱʯʚ ʚŗɱƨࣘ ˝ǫǶƉǫ ʌʚɄɼƨʌ ʚǫƨ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ɄǑ
h�i = hbi�i2, i�T2 BMTmi, ?2�/ TQbBiBQMi

 ¡ŗƉǫǶȳƨ ʚŗɱƨࣘEȳƉɄƕǶȳǖ ʚŗɱƨ ˝ǫǶƉǫ ʌʚɄɼƨʌ �ऒʌ ƨȳƉɄƕǶȳǖ

eƨȳƨɼŗț yƕƨŗࣘ bɄɼ ŗȳ˦ ǖǶ˙ƨȳ ƉɄȳ̇ǖʯɼŗʚǶɄȳ ɄǑ �ࣗ Ʉʯɼ �ʠ ˝Ƕțțࣖ

 óʚŗɼʚǶȳǖ ǑɼɄȭ țƨǑʚȭɄʌʚ ɄǑ Ƕȳɱʯʚ ʚŗɱƨࣗ ʌƉŗȳ ʚŗɱƨ ǑɄɼ ̇ɼʌʚ
ʌʚŗʚƨ ˝ǫǶƉǫ Ƕʌ ȳɄʚ h`2D2+ii

 �ʠ ʌƉŗȳʌ ȭŗƉǫǶȳƨ ʚŗɱƨ ǑɄɼ ʚǫƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ʚǫŗʚ
ȭŗʚƉǫƨʌ ʚǫƨ ʌʯſʌʚɼǶȳǖ ǑɄʯȳƕ Ƕȳ ʚǫƨ Ƕȳɱʯʚ ʚŗɱƨࣖ

 $ŗʌƨƕ Ʉȳ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣗ �ʠ ˝ɼǶʚƨʌ ʚǫƨ ɼǶǖǫʚ ǫŗțǑ ɄǑ
ʚǫǶʌ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǶȳʚɄ ʚǫƨ Ɖʯɼɼƨȳʚ Ƕȳɱʯʚ ʚŗɱƨ Ɖƨțțࣖ

 $ŗʌƨƕ Ʉȳ ǫƨŗƕ ƕǶɼƨƉʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣗ �ʠ
ȭɄ˙ƨʌ ʚǫƨ Ɖʯɼɼƨȳʚ ʌʚŗʚƨ țƨǑʚ Ʉɼ ɼǶǖǫʚ

ࢅࡽ

MS iupat tapeheadposition
head state
transitionfunction

g



óǶȭʯțŗʚǶɄȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ

�ƨʚऒʌ ʌʚŗɼʚ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ƉɄȳ̇ǖʯɼŗʚǶɄȳࣘ � = (bi�`i, 00tRty, ࣘ(ࢁ
 yȳɱʯʚࣽÿŗɱƨ ঋ
[
4
ࡱࡱࡱ] ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡹࡱ][ࡱࡱࡹ· ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ· [[ࡹࡱࡱ·

 ¡ŗƉǫǶȳƨࣽÿŗɱƨ ঋ �� =

[
4
ࡹࡱࡱ] · ࡱࡹࡱ|ࡹࡱࡱ · ࡹࡹࡱ · ࡹࡱࡱ][ࡹ · ࡹࡱࡹ|ࡱࡱࡹ · ࡹࡹࡱ · ࡱࡹࡱ][ࡹ · |ࡹࡱࡱ . . .

bǶɼʌʚ �ʠ ʌƨŗɼƉǫƨɼʌ ǑɄɼ ȳɄȳƨ ɼƨȍƨƉʚ ʌʚŗʚƨࣘ

 yȳɱʯʚࣽÿŗɱƨ ঋ
ࡱࡱࡱ]] ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡹࡱ][ࡱࡱࡹ· ·

4
ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ· [[ࡹࡱࡱ·

 ¡ŗƉǫǶȳƨࣽÿŗɱƨ ঋ �� =

[
4
ࡹࡱࡱ] · ࡱࡹࡱ|ࡹࡱࡱ · ࡹࡹࡱ · ࡹࡱࡱ][ࡹ · ࡹࡱࡹ|ࡱࡱࡹ · ࡹࡹࡱ · ࡱࡹࡱ][ࡹ · |ࡹࡱࡱ . . .

ࢉࡽ
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óǶȭʯțŗʚǶɄȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ

 yȳɱʯʚࣽÿŗɱƨ ঋ
ࡱࡱࡱ]] ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡹࡱ][ࡱࡱࡹ· ·

4
ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ· [[ࡹࡱࡱ·

 ¡ŗƉǫǶȳƨࣽÿŗɱƨ ঋ �� =

[
4
ࡹࡱࡱ] · ࡱࡹࡱ|ࡹࡱࡱ · ࡹࡹࡱ · ࡹࡱࡱ][ࡹ · ࡹࡱࡹ|ࡱࡱࡹ · ࡹࡹࡱ · ࡱࡹࡱ][ࡹ · |ࡹࡱࡱ . . .

ÿǫƨȳ �ʠ ʌƨŗɼƉǫƨʌ ǑɄɼ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ˝ǫɄʌƨ țƨǑʚ ʌǶƕƨ ȭŗʚƉǫƨʌ ʚǫƨ
Ƕȳɱʯʚ Ɖƨțțࣘ

 yȳɱʯʚࣽÿŗɱƨ ঋ
ࡱࡱࡱ]] ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡹࡱ][ࡱࡱࡹ· ·

4
ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ· [[ࡹࡱࡱ·

 ¡ŗƉǫǶȳƨࣽÿŗɱƨ ঋ �� =

. . . ࡱࡱࡹ · ࡱࡹࡱ][ࡹ ·
4
ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡹ · ࡹࡹࡱ][ࡹ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · [ࡹ . . .

ࢍࡽ



óǶȭʯțŗʚǶɄȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ

 yȳɱʯʚࣽÿŗɱƨ ঋ
ࡱࡱࡱ]] ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡹࡱ][ࡱࡱࡹ· ·

4
ࡱࡱࡱ][ࡱࡹࡱ ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ· [[ࡹࡱࡱ·

 ¡ŗƉǫǶȳƨࣽÿŗɱƨ ঋ �� =

. . . ࡱࡱࡹ · ࡱࡹࡱ][ࡹ ·
4
ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡹ · ࡹࡹࡱ][ࡹ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · [ࡹ . . .

ÿǫƨȳ �ʠ ƉɄɱǶƨʌ ʚǫƨ ɼǶǖǫʚ ʌǶƕƨ ɄǑ ʚǫƨ ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳ ǶȳʚɄ
ʚǫƨ Ƕȳɱʯʚ ʚŗɱƨࣘ

 yȳɱʯʚࣽÿŗɱƨ ঋ
ࡱࡱࡱ]] ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· · ࡹࡹࡱ][ࡱࡱࡹ · ࡱࡱࡹ ]

4
ࡱࡱࡱ] · ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ [[ࡹࡱࡱ·

 ¡ŗƉǫǶȳƨࣽÿŗɱƨ ঋ �� =

. . . ࡱࡱࡹ · ࡱࡹࡱ][ࡹ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡹ ·
4
ࡹࡹࡱ][ࡹ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · [ࡹ . . .

ࡽ



óǶȭʯțŗʚǶɄȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ

 yȳɱʯʚࣽÿŗɱƨ ঋ
ࡱࡱࡱ]] ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· · ࡹࡹࡱ][ࡱࡱࡹ · ࡱࡱࡹ ]

4
ࡱࡱࡱ] · ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ [[ࡹࡱࡱ·

 ¡ŗƉǫǶȳƨࣽÿŗɱƨ ঋ �� =

. . . ࡱࡱࡹ · ࡱࡹࡱ][ࡹ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡹ ·
4
ࡹࡹࡱ][ࡹ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · [ࡹ . . .

ÿǫƨȳ �ʠ ȭɄ˙ƨ ʚǫƨ ʌʚŗʚƨ ɄǑ ʚǫƨ ƉɄȳ̇ǖʯɼŗʚǶɄȳ ŗƉƉɄɼƕǶȳǖ ʚɄ ʚǫƨ
ʚɼŗȳʌǶʚǶɄȳ ǑʯȳƉʚǶɄȳࣘ

 yȳɱʯʚࣽÿŗɱƨ ঋ
ࡱࡱࡱ]] ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· · ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ · ࡹࡹࡱ][ࡱࡱࡹ ·

4
ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ [[ࡹࡱࡱ·

 ¡ŗƉǫǶȳƨࣽÿŗɱƨ ঋ �� =

. . . ࡱࡱࡹ · ࡱࡹࡱ][ࡹ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡹ · ࡹ
4
ࡹࡹࡱ][ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · [ࡹ . . .

ࡽ
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óǶȭʯțŗʚǶɄȳ ƨ˥ŗȭɱțƨ

 yȳɱʯʚࣽÿŗɱƨ ঋ
ࡱࡱࡱ]] ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· ࡱࡱࡱ][ࡹࡹࡱ· · ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ · ࡹࡹࡱ][ࡱࡱࡹ ·

4
ࡱࡱࡱ][ࡱࡱࡹ [[ࡹࡱࡱ·

 ¡ŗƉǫǶȳƨࣽÿŗɱƨ ঋ �� =

. . . ࡱࡱࡹ · ࡱࡹࡱ][ࡹ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡱࡹ · ࡹ
4
ࡹࡹࡱ][ · ࡹࡹࡱ|ࡱࡹࡱ · ࡱࡹࡱ · [ࡹ . . .

ÿǫƨȳ ˝ƨ ɼƨʌƨʚࣘ
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[
4
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İǫŗʚ ƕɄƨʌ ʚǫǶʌ ʌǫɄ˝ࣞ

 E˙ƨɼ˦ ÿ¡ Ƕʌ ƨȳƉɄƕƨƕ ſ˦ ŗ ʯȳǶɸʯƨ ƨțƨȭƨȳʚ ɄǑ � ࣯˝ǫƨɼƨ � Ƕʌ
ŗ ȳŗʚʯɼŗț ȳʯȭſƨɼࣱ

 ,Ʉȳ˙ƨȳʚǶɄȳࣘ ƨțƨȭƨȳʚʌ ɄǑ ¥ ʚǫŗʚ ƕɄ ȳɄʚ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕ ʚɄ ŗȳ˦
ÿ¡ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ʚǫƨ एȳʯțț ÿ¡ऐ ʚǫŗʚ ŗƉƉƨɱʚʌ ȳɄʚǫǶȳǖࣖ

 ÿǫʯʌࣗ ƨ˙ƨɼ˦ ÿ¡ Ƕʌ ŗ ȳʯȭſƨɼࣗ ŗȳƕ ˙ǶƉƨ ˙ƨɼʌŗ
 �ƨʚ গ¡ও ȭƨŗȳ ʚǫƨ ȳʯȭſƨɼ ʚǫŗʚ ƨȳƉɄƕƨʌ �ࣖ ,Ʉȳ˙ƨɼʌƨț ࣗ˦ țƨʚ
�ȩ ſƨ ʚǫƨ ÿ¡ ˝Ƕʚǫ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ȳࣖ

$Ƕǖ yƕƨŗࣘ E˙ƨɼ˦ ÿ¡ Ɖŗȳ ſƨ ɼƨɱɼƨʌƨȳʚ ſ˦ ŗ ȳʯȭſƨɼ ࣯ʌʚɼǶȳǖʌ ɄǑ ऒʌࡱ
ŗȳƕ ऒʌࣱࡹ ŗȳƕ ʚǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚʌ ŗ ʯȳǶ˙ƨɼʌŗț ÿ¡ࣗ �ʠࣗ ʚǫŗʚ Ɖŗȳ ʌǶȭʯțŗʚƨ
ŗȳ˦ Ʉʚǫƨɼ ÿ¡ࣖ

ࡱࢁ



,Ʉȭɱțƨ˥Ƕʚ˦ Ɖțŗʌʌƨʌ

éƨǖʯțŗɼ

,Ʉȳʚƨ˥ʚ Ǒɼƨƨ ǖɼŗȭȭŗɼ

ÿʯɼǶȳǖ ƕƨƉǶƕŗſțƨ

ÿʯɼǶȳǖ ɼƨƉɄǖȳǶ˲ŗſțƨ

¥Ʉʚ ÿʯɼǶȳǖ ɼƨƉɄǖȳǶ˲ŗſțƨࣖ

ࡹࢁ


