
,óࣩE,Eࣽࣘࢅࢁ �ƨƉʚʯɼƨ ࡹ

�ƨƉʚʯɼƨɼࣘ ¥ǶƉȕ˙ŗʌǫ �ŗȳǶ
,ǫŗʚ ȭɄƕƨɼŗʚɄɼࣘ óŗȭǶɼ �ǫŗȳ
�ŗȳʯŗɼ˦ ࣗࢍࡽ ࡹࡽࡱࡽ

ĎȳǶ˙ƨɼʌǶʚ˦ ɄǑ yțțǶȳɄǶʌ ŗʚ Ďɼſŗȳŗ ,ǫŗȭɱŗǶǖȳ

 



,Ʉʯɼʌƨ �ƕȭǶȳǶʌʚɼŗʚǶɄȳ



yȳʌʚɼʯƉʚǶɄȳŗț óʚŗ˽

 yȳʌʚɼʯƉʚɄɼʌࣘ
 óƨƉʚǶɄȳ �ࣘ ,ǫŗȳƕɼŗ ,ǫƨȕʯɼǶ ŗȳƕ âŗʚɼǶƉȕ �Ƕȳ
 óƨƉʚǶɄȳ $ࣘ ¥ǶƉȕ˙ŗʌǫ �ŗȳǶ ŗȳƕ ĸǶ �ʯ

 ࡹࡹ ÿƨŗƉǫǶȳǖ �ʌʌǶʌʚŗȳʚʌ
 ࡽ Ďȳƕƨɼǖɼŗƕʯŗʚƨ ,Ʉʯɼʌƨ �ʌʌǶʌʚŗȳʚʌ
 ¶˾Ɖƨ ǫɄʯɼʌࣘ óƨƨ ƉɄʯɼʌƨ ˝ƨſɱŗǖƨ
 ,ɄȳʚŗƉʚǶȳǖ ʯʌࣘ Ďʌƨ ɤɮǮˉŗʋƣ ȩȹʋƣɾ Ʉȳ âǶŗ˲˲ŗ ʚɄ ɼƨŗƉǫ ƉɄʯɼʌƨ
ʌʚŗ ࣖ˽ 6ǶɼƨƉʚ ƨȭŗǶț Ʉȳț˦ ǑɄɼ ʌƨȳʌǶʚǶ˙ƨ Ʉɼ ƉɄȳ̇ƕƨȳʚǶŗț
ǶȳǑɄɼȭŗʚǶɄȳࣖ

ࡹ

IT



óƨƉʚǶɄȳ � ˙ʌ $

¶ȳț˦ țƨƉʚʯɼƨʌ ƕǶ˽ƨɼƨȳʚ ǑɄɼ ʚǫƨ ʌƨƉʚǶɄȳʌࣖ

pɄȭƨ˝Ʉɼȕࣗ ƨ˥ŗȭʌࣗ țŗſʌ ƨʚƉ ˝Ƕțț ſƨ ƉɄȭȭɄȳࣖ

pɄȭƨ˝Ʉɼȕ ǖɼɄʯɱʌ Ɖŗȳ ſƨ ŗƉɼɄʌʌ ʌƨƉʚǶɄȳʌࣖ

ࡽ



¶ȳțǶȳƨ ɼƨʌɄʯɼƉƨʌ

 İƨſɱŗǖƨࣘ eƨȳƨɼŗț ǶȳǑɄɼȭŗʚǶɄȳࣗ ŗȳȳɄʯȳƉƨȭƨȳʚʌࣗ
ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕʌࣗ ƉɄʯɼʌƨ ɱɄțǶƉǶƨʌ
�Ðïßã�ãϙ�É¨ßϙ°ÂÂ°ÉÐ°ãϙ��ïϟ�ã·΄

 eɼŗƕƨʌƉɄɱƨࣘ İɼǶʚʚƨȳ ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕ ʌʯſȭǶʌʌǶɄȳ ŗȳƕ ǖɼŗƕǶȳǖࣗ
ɼƨǖɼŗƕƨ ɼƨɸʯƨʌʚʌ

 âɼŗǶɼǶƨ�ƨŗɼȳࣘ çʯǶ˲˲ƨʌࣗ ʌǫɄɼʚ ɸʯƨʌʚǶɄȳࣗ ŗʯʚɄǖɼŗƕƨƕ
ŗʌʌƨʌʌȭƨȳʚʌ

 âǶŗ˲˲ŗࣘ �ȳȳɄʯȳƉƨȭƨȳʚʌࣗ ɄȳțǶȳƨ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ ŗȳƕ ƕǶʌƉʯʌʌǶɄȳࣗ
ƉɄȳʚŗƉʚǶȳǖ ƉɄʯɼʌƨ ʌʚŗ˽ ࣯˙Ƕŗ ɱɼǶ˙ŗʚƨ ȳɄʚƨʌࣱ

 ¡ƨƕǶŗʌɱŗƉƨࣩĸɄʯÿʯſƨࣘ ,ǫŗȳȳƨțʌ ǑɄɼ ˙ǶƕƨɄʌ

óƨƨ ƉɄʯɼʌƨ ˝ƨſɱŗǖƨ ǑɄɼ țǶȳȕʌ

yȭɱɄɼʚŗȳʚࣘ ƉǫƨƉȕ âǶŗ˲˲ŗࣩƉɄʯɼʌƨ ˝ƨſ ɱŗǖƨ ŗʚ țƨŗʌʚ ɄȳƉƨ ƨŗƉǫ
ƕŗ˦ ࢁ

I



âɼƨɼƨɸʌ ŗȳƕ éƨʌɄʯɼƉƨʌ

 âɼƨɼƨɸʯǶʌǶʚƨʌࣘ ,ó ࢁࡹ ࣯ƕǶʌƉɼƨʚƨ ȭŗʚǫࣱࣗ ,ó ࢉࡽࡽ ࣯ƕŗʚŗ
ʌʚɼʯƉʚʯɼƨʌࣱ

 éƨƉɄȭȭƨȳƕƨƕ ſɄɄȕʌࣘ ࣯ȳɄʚ ɼƨɸʯǶɼƨƕࣱ
 yȳʚɼɄƕʯƉʚǶɄȳ ʚɄ ÿǫƨɄɼ˦ ɄǑ ,ɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳ ſ˦ óǶɱʌƨɼ
 yȳʚɼɄƕʯƉʚǶɄȳ ʚɄ �ʯʚɄȭŗʚŗࣗ �ŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗȳƕ ,ɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳ ſ˦
pɄɱƉɼɄǑʚࣗ ¡Ʉʚ˝ŗȳǶࣗ Ďțțȭŗȳ

 �țǖɄɼǶʚǫȭʌ ſ˦ 6ŗʌǖʯɱʚŗࣗ âŗɱŗƕǶȭǶʚɼǶɄʯ  Ĭŗ˲ǶɼŗȳǶࣖ
�˙ŗǶțŗſțƨ ɄȳțǶȳƨ ǑɄɼ Ǒɼƨƨࣛ

 �țǖɄɼǶʚǫȭ 6ƨʌǶǖȳ ſ˦ �țƨǶȳſƨɼǖ  ÿŗɼƕɄʌ
 �ƨƉʚʯɼƨ ȳɄʚƨʌࣩʌțǶƕƨʌࣩɱɄǶȳʚƨɼʌࣘ ŗ˙ŗǶțŗſțƨ Ʉȳ ƉɄʯɼʌƨ
˝ƨſࣽɱŗǖƨ

 �ƕƕǶʚǶɄȳŗț éƨǑƨɼƨȳƉƨʌ
 �ƨƉʚʯɼƨ ȳɄʚƨʌ ɄǑ �ƨ˽ EɼǶƉȕʌɄȳࣗ óŗɼǶƨț pŗɼࣽâƨțƨƕࣗ ¡ŗǫƨʌǫ
ĬǶʌ˝ŗȳŗʚǫŗȳ ŗȳƕ Ʉʚǫƨɼʌ

 yȳʚɼɄƕʯƉʚǶɄȳ ʚɄ �țǖɄɼǶʚǫȭʌࣘ ,Ʉɼȭƨȳࣗ �ƨǶʌƨɼʌɄȳࣗ éǶ˙ƨʌʚࣗ
óʚƨǶȳࣖ

 ,Ʉȭɱʯʚƨɼʌ ŗȳƕ yȳʚɼŗƉʚŗſǶțǶʚ˦ࣘ eŗɼƨ˦ ŗȳƕ �ɄǫȳʌɄȳࣖ

ࢅ

LT O



eɼŗƕǶȳǖ âɄțǶƉ˦ࣘ ¶˙ƨɼ˙Ƕƨ˝

 çʯǶ˲˲ƨʌࣘ ࢅ
 pɄȭƨ˝Ʉɼȕʌࣘ ࢅࡽ
 ¡Ƕƕʚƨɼȭ ƨ˥ŗȭʌࣘ ࡽࢅ ⇥ࡽ࣯ ࣱ%ࡹࡽ
 bǶȳŗț ƨ˥ŗȭࣘ ࡱࢁ ࣯ƉɄ˙ƨɼʌ ʚǫƨ Ǒʯțț ƉɄʯɼʌƨ ƉɄȳʚƨȳʚࣱ

¡Ƕƕʚƨɼȭ ƨ˥ŗȭ ƕŗʚƨʌࣘ

 ¡Ƕƕʚƨɼȭ ࣘࡹ ¡Ʉȳࣗ ¡ŗɼƉǫ ࣗࡹ ɱȭࡱࢁ࢙ࣖँࡱࢁࣖࢍ
 ¡Ƕƕʚƨɼȭ ࣘࡽ ¡Ʉȳࣗ �ɱɼǶț ࡽࡹ ࣗ ɱȭࡱࢁ࢙ࣖँࡱࢁࣖࢍ

¥Ʉ ƉɄȳ̈ǶƉʚ ƨ˥ŗȭ Ʉ˽ƨɼƨƕ ʯȳțƨʌʌ ˦Ʉʯ ǫŗ˙ƨ ŗ ˙ŗțǶƕ ƨ˥Ɖʯʌƨࣖ

ࢉ



pɄȭƨ˝Ʉɼȕ

 çʯǶ˲˲ƨʌࣗ ʌǫɄɼʚ ʌƨțǑࣽǖɼŗƕƨƕ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ Ʉȳ âɼŗɼǶƨ�ƨŗɼȳࣘ 6ʯƨ
¡Ʉȳƕŗ ࣗ˦ ŗȭࣖࡱࡹ

 yȳƕǶ˙Ƕƕʯŗțț˦ ƕɄȳƨ ŗȳƕ ʌʯſȭǶʚʚƨƕࣖ
 İɼǶʚʚƨȳ ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕ ƨ˙ƨɼ˦ ˝ƨƨȕࣘ 6ʯƨ Ʉȳ İƨƕȳƨʌƕŗ˦ʌ ŗʚ
ŗȭࡱࡹ Ʉȳ aɮŗƐƣɾƅȹɤƣࣖ �ʌʌǶǖȳƨƕ ŗʚ țƨŗʌʚ ŗ ˝ƨƨȕ Ƕȳ ŗƕ˙ŗȳƉƨࣖ

 İɼǶʚʚƨȳ ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕʌ Ɖŗȳ ſƨ ˝Ʉɼȕƨƕ Ʉȳ Ƕȳ ǖɼɄʯɱʌ ɄǑ ʯɱ ʚɄ ࢁ
ŗȳƕ ƨŗƉǫ ǖɼɄʯɱ ʌʯſȭǶʚʌ ȹȩƣ ˝ɼǶʚʚƨȳ ʌɄțʯʚǶɄȳ ࣯ƨ˥Ɖƨɱʚ
pɄȭƨ˝Ʉɼȕ ࣱࣖࡱ

 yȭɱɄɼʚŗȳʚࣘ ŗƉŗƕƨȭǶƉ ǶȳʚƨǖɼǶʚ˦ ɱɄțǶƉǶƨʌࣖ óƨƨ ƉɄʯɼʌƨ ˝ƨſ
ɱŗǖƨࣖ

ࢍ



¡Ʉɼƨ Ʉȳ pɄȭƨ˝Ʉɼȕʌ

 ¥Ʉ ƨ˥ʚƨȳʌǶɄȳʌ Ʉɼ țŗʚƨ ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕʌ ŗƉƉƨɱʚƨƕࣖ
 ÿɄ ƉɄȭɱƨȳʌŗʚƨࣗ ʌǶ˥ ɱɼɄſțƨȭʌ Ƕȳ ˝ɼǶʚʚƨȳ ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕ ˝Ƕțț ſƨ
ƕɼɄɱɱƨƕ ࣯ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕʌ ʚɄ ʚ˝Ʉ ˝ǫɄțƨ ǫɄȭƨ ˝Ʉɼȕʌࣱࣖ �ȳƕ ʚ˝Ʉ
ɸʯǶ˲˲ƨʌ ˝Ƕțț ſƨ ƕɼɄɱɱƨƕࣖ

 yȭɱɄɼʚŗȳʚࣘ éƨŗƕ ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕ ǑŗɸࣩǶȳʌʚɼʯƉʚǶɄȳʌ Ʉȳ ˝ƨſʌǶʚƨࣖ





6ǶʌƉʯʌʌǶɄȳ óƨʌʌǶɄȳʌࣩ�ŗſʌ

 ȭǶȳࡱࢉ ɱɼɄſțƨȭ ʌɄț˙Ƕȳǖ ʌƨʌʌǶɄȳ țƨƕ ſ˦ ÿ�ʌ
 ÿ˝Ʉ ʚǶȭƨʌ ŗ ˝ƨƨȕ
 eɄ ʚɄ ˦Ʉʯɼ ŗʌʌǶǖȳƨƕ ƕǶʌƉʯʌʌǶɄȳ ʌƨƉʚǶɄȳ
 $ɼǶȳǖ ɱƨȳ ŗȳƕ ɱŗɱƨɼࣛ





�ƕ˙ǶƉƨ

 �ʚʚƨȳƕ țƨƉʚʯɼƨʌࣗ ɱțƨŗʌƨ ŗʌȕ ɱțƨȳʚ˦ ɄǑ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌࣖ
 �ʚʚƨȳƕ ƕǶʌƉʯʌʌǶɄȳ ʌƨʌʌǶɄȳʌࣖ
 6Ʉȳऒʚ ʌȕǶɱ ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕ ŗȳƕ ƕɄȳऒʚ ƉɄɱ˦ ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕ ʌɄțʯʚǶɄȳʌࣖ
EŗƉǫ ɄǑ ˦Ʉʯ ʌǫɄʯțƕ ʚǫǶȳȕ ŗſɄʯʚ ŗȑȑ ʚǫƨ ɱɼɄſțƨȭʌ Ʉȳ ʚǫƨ
ǫɄȭƨ ˝Ʉɼȕ ࣽ ƕɄ ȳɄʚ ƕǶ˙Ƕƕƨ ŗȳƕ ƉɄȳɸʯƨɼࣖ

 óʚŗɼʚ ǫɄȭƨ˝Ʉɼȕ ƨŗɼț˦ࣛ ĸɄʯɼ ȭǶȳƕ ȳƨƨƕʌ ʚǶȭƨ ʚɄ ʚǫǶȳȕࣖ
 óʚʯƕ˦ ɼƨǖʯțŗɼț˦ ŗȳƕ ȕƨƨɱ ʯɱ ˝Ƕʚǫ ʚǫƨ ƉɄʯɼʌƨࣖ
 ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗ ƉɄʯɼʌƨ Ʉȳ ɱɼɄſțƨȭ ʌɄț˙Ƕȳǖࣖ óɄț˙ƨ ŗʌ ȭŗȳ˦ ŗʌ ˦Ʉʯ
Ɖŗȳࣛ $ɄɄȕʌࣩȳɄʚƨʌ ǫŗ˙ƨ ɱțƨȳʚ ࣖ˦

 ÿǫǶʌ Ƕʌ ŗțʌɄ ŗ ƉɄʯɼʌƨ Ʉȳ ɱɼɄ˙ǶƕǶȳǖ ɼǶǖɄʯɼɄʯʌ ɱɼɄɄǑʌ ɄǑ
ƉɄɼɼƨƉʚȳƨʌʌࣖ éƨǑɼƨʌǫ ˦Ʉʯɼ ࢁࡹ ſŗƉȕǖɼɄʯȳƕ Ʉȳ ɱɼɄɄǑʌࣖ

 �ʌȕ ǑɄɼ ǫƨțɱ ɱɼɄȭɱʚț ࣖ˦ ¡ŗȕƨ ʯʌƨ ɄǑ Ʉ˾Ɖƨ ǫɄʯɼʌࣩâǶŗ˲˲ŗࣖ

࢙



pɄȭƨ˝Ʉɼȕ ࡱ

 pİ ࡱ Ƕʌ ɱɄʌʚƨƕ Ʉȳ ʚǫƨ Ɖțŗʌʌ ˝ƨſʌǶʚƨࣖ çʯǶ˲ ࡱ ŗ˙ŗǶțŗſțƨ Ʉȳ
¡ɄɄƕțƨࣖ

 pİ ࡱ ƕʯƨ Ʉȳ İƨƕȳƨʌŗƕ˦ óƨɱʚƨȭſƨɼ ʚǫࢉ ŗʚ ŗȭࡱࡹ Ʉȳ
eɼŗƕƨʌƉɄɱƨ

 pİ ࡱ ʚɄ ſƨ ƕɄȳƨ ŗȳƕ ʌʯſȭǶʚʚƨƕ ǮȩƐǮˉǮƐʠŗȑȑ˖ࣖ

ࡱࡹ



¡ǶʌƉƨțțŗȳƨɄʯʌ

âțƨŗʌƨ ƉɄȳʚŗƉʚ ǶȳʌʚɼʯƉʚɄɼʌ ǶǑ ˦Ʉʯ ȳƨƨƕ ʌɱƨƉǶŗț
ŗƉƉɄȭȭɄƕŗʚǶɄȳʌࣖ

�ƨƉʚʯɼƨʌ ŗɼƨ ſƨǶȳǖ ʚŗɱƨƕࣖ óƨƨ ƉɄʯɼʌƨ ˝ƨſɱŗǖƨࣖ

ࡹࡹ



pǶǖǫࣽ�ƨ˙ƨț çʯƨʌʚǶɄȳʌ

 ,ɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳࣗ ǑɄɼȭŗțț ࣖ˦
 yʌ ʚǫƨɼƨ ŗ ǑɄɼȭŗț ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ŗ ƉɄȭɱʯʚƨɼࣞ
 yʌ ʚǫƨɼƨ ŗ एʯȳǶ˙ƨɼʌŗțऐ ƉɄȭɱʯʚƨɼࣞ

 �țǖɄɼǶʚǫȭʌ
 İǫŗʚ Ƕʌ ŗȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣞ
 İǫŗʚ Ƕʌ ŗȳ ƣ˺ƅǮƣȩʋ ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣞ
 óɄȭƨ Ǒʯȳƕŗȭƨȳʚŗț ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ ǑɄɼ ſŗʌǶƉ ɱɼɄſțƨȭʌ
 $ɼɄŗƕț˦ ŗɱɱțǶƉŗſțƨ ʚƨƉǫȳǶɸʯƨʌ Ƕȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ƕƨʌǶǖȳ

 �ǶȭǶʚʌ ɄǑ ƉɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳࣖ
 �ɼƨ ʚǫƨɼƨ ʚŗʌȕʌ ʚǫŗʚ Ʉʯɼ ƉɄȭɱʯʚƨɼʌ ƉŗȳȳɄʚ ƕɄࣞ
 pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ɱɼɄ˙ƨ țɄ˝ƨɼ ſɄʯȳƕʌࣞ
 óɄȭƨ ƉŗȳɄȳǶƉŗț ǫŗɼƕ ɱɼɄſțƨȭʌࣖ

ࡽࡹ



,Ʉʯɼʌƨ óʚɼʯƉʚʯɼƨ

,Ʉʯɼʌƨ ƕǶ˙Ƕƕƨƕ ǶȳʚɄ ʚǫɼƨƨ ɱŗɼʚʌࣘ

 $ŗʌǶƉ ŗʯʚɄȭŗʚŗ ʚǫƨɄɼ˦ࣘ ̇ȳǶʚƨ
ʌʚŗʚƨ ȭŗƉǫǶȳƨʌࣗ ɼƨǖʯțŗɼ
țŗȳǖʯŗǖƨʌࣗ ǫǶȳʚ ɄǑ ƉɄȳʚƨ˥ʚ Ǒɼƨƨ
țŗȳǖʯŗǖƨʌࣩǖɼŗȭȭŗɼʌࣗ ÿʯɼǶȳǖ
¡ŗƉǫǶȳƨʌ

 �țǖɄɼǶʚǫȭʌ ŗȳƕ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ƕƨʌǶǖȳ
ʚƨƉǫȳǶɸʯƨʌ

 ĎȳƕƨƉǶƕŗſǶțǶʚ˦ ŗȳƕ
¥âࣽ,Ʉȭɱțƨʚƨȳƨʌʌࣗ ɼƨƕʯƉʚǶɄȳʌ ʚɄ
ɱɼɄ˙ƨ ǶȳʚɼŗƉʚŗſǶțǶʚ˦ ɄǑ ɱɼɄſțƨȭʌ

ࢁࡹ

if

Alg

fNgcomp



eɄŗțʌ

 �țǖɄɼǶʚǫȭǶƉ ʚǫǶȳȕǶȳǖ
 �ƨŗɼȳࣩɼƨȭƨȭſƨɼ ʌɄȭƨ ſŗʌǶƉ ʚɼǶƉȕʌࣗ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣗ ɱɼɄſțƨȭʌࣗ
Ƕƕƨŗʌ

 ĎȳƕƨɼʌʚŗȳƕࣩŗɱɱɼƨƉǶŗʚƨ țǶȭǶʚʌ ɄǑ ƉɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳ
࣯ǶȳʚɼŗƉʚŗſǶțǶʚ˦ࣱ

 �ɱɱɼƨƉǶŗʚƨ ʚǫƨ ǶȭɱɄɼʚŗȳƉƨ ɄǑ ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌ Ƕȳ ƉɄȭɱʯʚƨɼ
ʌƉǶƨȳƉƨ ŗȳƕ ſƨ˦Ʉȳƕ ࣯ƨȳǖǶȳƨƨɼǶȳǖࣗ ȭŗʚǫƨȭŗʚǶƉʌࣗ ȳŗʚʯɼŗț
ʌƉǶƨȳƉƨʌࣗ ʌɄƉǶŗț ʌƉǶƨȳƉƨʌࣗ ࣱࣖࣖࣖ

ࢅࡹ



bɄɼȭŗț țŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗȳƕ ƉɄȭɱțƨ˥Ƕʚ˦
࣯ÿǫƨ $țʯƨ İƨƨȕʌࣱࣛ



İǫ˦ �ŗȳǖʯŗǖƨʌࣞ

bǶɼʌʚ ࢉ ˝ƨƨȕʌ ƕƨ˙Ʉʚƨƕ ʚɄ țŗȳǖʯŗǖƨ ʚǫƨɄɼ ࣖ˦

$ʯʚ ˝ǫ˦ ʌʚʯƕ˦ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣞ

ࢉࡹ



İǫ˦ �ŗȳǖʯŗǖƨʌࣞ

bǶɼʌʚ ࢉ ˝ƨƨȕʌ ƕƨ˙Ʉʚƨƕ ʚɄ țŗȳǖʯŗǖƨ ʚǫƨɄɼ ࣖ˦

$ʯʚ ˝ǫ˦ ʌʚʯƕ˦ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣞ

ࢉࡹ



¡ʯțʚǶɱț˦Ƕȳǖ ¥ʯȭſƨɼʌ

,ɄȳʌǶƕƨɼ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ɱɼɄſțƨȭࣘ

âɼɄſțƨȭ eǶ˙ƨȳ ʚ˝Ʉ ȩࣽƕǶǖǶʚ ȳʯȭſƨɼʌ ˕ ŗȳƕ ˖ࣗ ƉɄȭɱʯʚƨ ʚǫƨǶɼ
ɱɼɄƕʯƉʚࣖ

eɼŗƕƨ óƉǫɄɄț ¡ʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ
,Ʉȭɱʯʚƨ एɱŗɼʚǶŗț ɱɼɄƕʯƉʚऐ ſ˦ ȭʯțʚǶɱț˦Ƕȳǖ ƨŗƉǫ ƕǶǖǶʚ ɄǑ ˖ ˝Ƕʚǫ ˕
ŗȳƕ ŗƕƕǶȳǖ ʚǫƨ ɱŗɼʚǶŗț ɱɼɄƕʯƉʚʌࣖ

ࡹࢅࡹࢁ
ࡹࡽ⇥
ࡽࡹࢉࡽ
ࡹࢅࡹࢁ

࢙ࡹࡽ
ࡽࡽࢍ
ࢁࡽࢁࢉ

ࢍࡹ

has n digits
3741

27182
y has

n digits y 25048
9141

is



ÿǶȭƨ ŗȳŗț˦ʌǶʌ ɄǑ ǖɼŗƕƨ ʌƉǫɄɄț ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ

 EŗƉǫ ɱŗɼʚǶŗț ɱɼɄƕʯƉʚࣘ ⇥(ȩ) ʚǶȭƨ
 ¥ʯȭſƨɼ ɄǑ ɱŗɼʚǶŗț ɱɼɄƕʯƉʚʌࣘ  ȩ
 �ƕƕǶȳǖ ɱŗɼʚǶŗț ɱɼɄƕʯƉʚʌࣘ ȩ ŗƕƕǶʚǶɄȳʌ ƨŗƉǫ ⇥(ȩ) ࣯İǫ˦ࣱࣞ
 ÿɄʚŗț ʚǶȭƨࣘ ⇥(ȩࡽ)
 yʌ ʚǫƨɼƨ ŗ Ǒŗʌʚƨɼ ˝ŗ˦ࣞ

ࡹ



bŗʌʚ ¡ʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ

 (ȩࢉ.ࡹ) ʚǶȭƨ ࣷ�ŗɼŗʚʌʯſŗ ࣹࡱࢍ࢙ࡹ ƕǶʌɱɼɄ˙Ƕȳǖ �ɄțȭɄǖɄɼɄ˙ऒʌ
ſƨțǶƨǑ ʚǫŗʚ ⌦(ȩࡽ) Ƕʌ ſƨʌʚ ɱɄʌʌǶſțƨ

 (ȩ log ȩ log log ȩ) ࣷóƉǫɄȳǫŗǖƨࣽóʚɼŗʌʌƨȳ ࣹࣖࡹ࢙ࡹ
,ɄȳȍƨƉʚʯɼƨࣘ (ȩ log ȩ) ʚǶȭƨ ɱɄʌʌǶſțƨ

 (ȩ log ȩ · ⇤log)ࡽ ȩ)) ʚǶȭƨ ࣷbʯɼƨɼ ࣹࡱࡱࡽ
 (ȩ log ȩ) ࣷpŗɼ˙ƨ˦ࣽ˙ŗȳ ƕƨɼ pɄƨ˙ƨȳ ࣹ࢙ࡹࡱࡽ

,ŗȳ ˝ƨ ŗƉǫǶƨ˙ƨ (ȩ)ࣞ ¥Ʉ țɄ˝ƨɼ ſɄʯȳƕ ſƨ˦Ʉȳƕ ʚɼǶ˙Ƕŗț Ʉȳƨࣛ

ࡹ



EɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ,Ʉȭɱțƨ˥Ƕʚ˦

6Ʉƨʌ ʚǫǶʌ ȭƨŗȳ ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ Ƕʌ ŗʌ ƉɄȭɱțƨ˥ ŗʌ ŗȳɄʚǫƨɼ
ɱɼɄſțƨȭ ʚǫŗʚ ǫŗʌ ŗ (ȩ log ȩ) ŗțǖɄɼǶʚǫȭ țǶȕƨ ʌɄɼʚǶȳǖࣩçʯǶƉȕóɄɼʚࣞ

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƉɄȭɱŗɼƨࣞ ÿǫƨ ʚ˝Ʉ ɱɼɄſțƨȭʌ ǫŗ˙ƨࣘ

 6Ƕ˽ƨɼƨȳʚ Ƕȳɱʯʚʌ ࣯ʚ˝Ʉ ȳʯȭſƨɼʌ ˙ʌ ȳࣽƨțƨȭƨȳʚ ŗɼɼŗ˦ࣱ

 6Ƕ˽ƨɼƨȳʚ Ʉʯʚɱʯʚʌ ࣯ŗ ȳʯȭſƨɼ ˙ʌ ȳࣽƨțƨȭƨȳʚ ŗɼɼŗ˦ࣱ

 6Ƕ˽ƨɼƨȳʚ ƨȳʚɼɄɱ˦ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼǶʌʚǶƉʌ ࣯ǑɼɄȭ ŗ ǶȳǑɄɼȭŗʚǶɄȳ
ʚǫƨɄɼ˦ ɱƨɼʌɱƨƉʚǶ˙ƨࣱ

óǶȳƉƨ ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ ǫŗʌ ŗ (ȩ log ȩ) ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ Ƕʌ Ƕʚ ŗʌ ƉɄȭɱțƨ˥
ŗʌ ɸʯǶƉȕʌɄɼʚࣞ

࢙ࡹ



EɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ,Ʉȭɱțƨ˥Ƕʚ˦

6Ʉƨʌ ʚǫǶʌ ȭƨŗȳ ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ Ƕʌ ŗʌ ƉɄȭɱțƨ˥ ŗʌ ŗȳɄʚǫƨɼ
ɱɼɄſțƨȭ ʚǫŗʚ ǫŗʌ ŗ (ȩ log ȩ) ŗțǖɄɼǶʚǫȭ țǶȕƨ ʌɄɼʚǶȳǖࣩçʯǶƉȕóɄɼʚࣞ
pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƉɄȭɱŗɼƨࣞ ÿǫƨ ʚ˝Ʉ ɱɼɄſțƨȭʌ ǫŗ˙ƨࣘ

 6Ƕ˽ƨɼƨȳʚ Ƕȳɱʯʚʌ ࣯ʚ˝Ʉ ȳʯȭſƨɼʌ ˙ʌ ȳࣽƨțƨȭƨȳʚ ŗɼɼŗ˦ࣱ

 6Ƕ˽ƨɼƨȳʚ Ʉʯʚɱʯʚʌ ࣯ŗ ȳʯȭſƨɼ ˙ʌ ȳࣽƨțƨȭƨȳʚ ŗɼɼŗ˦ࣱ

 6Ƕ˽ƨɼƨȳʚ ƨȳʚɼɄɱ˦ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼǶʌʚǶƉʌ ࣯ǑɼɄȭ ŗ ǶȳǑɄɼȭŗʚǶɄȳ
ʚǫƨɄɼ˦ ɱƨɼʌɱƨƉʚǶ˙ƨࣱ

óǶȳƉƨ ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ ǫŗʌ ŗ (ȩ log ȩ) ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ Ƕʌ Ƕʚ ŗʌ ƉɄȭɱțƨ˥
ŗʌ ɸʯǶƉȕʌɄɼʚࣞ

࢙ࡹ



EɸʯǶ˙ŗțƨȳʚ ,Ʉȭɱțƨ˥Ƕʚ˦

6Ʉƨʌ ʚǫǶʌ ȭƨŗȳ ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ Ƕʌ ŗʌ ƉɄȭɱțƨ˥ ŗʌ ŗȳɄʚǫƨɼ
ɱɼɄſțƨȭ ʚǫŗʚ ǫŗʌ ŗ (ȩ log ȩ) ŗțǖɄɼǶʚǫȭ țǶȕƨ ʌɄɼʚǶȳǖࣩçʯǶƉȕóɄɼʚࣞ
pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƉɄȭɱŗɼƨࣞ ÿǫƨ ʚ˝Ʉ ɱɼɄſțƨȭʌ ǫŗ˙ƨࣘ

 6Ƕ˽ƨɼƨȳʚ Ƕȳɱʯʚʌ ࣯ʚ˝Ʉ ȳʯȭſƨɼʌ ˙ʌ ȳࣽƨțƨȭƨȳʚ ŗɼɼŗ˦ࣱ

 6Ƕ˽ƨɼƨȳʚ Ʉʯʚɱʯʚʌ ࣯ŗ ȳʯȭſƨɼ ˙ʌ ȳࣽƨțƨȭƨȳʚ ŗɼɼŗ˦ࣱ

 6Ƕ˽ƨɼƨȳʚ ƨȳʚɼɄɱ˦ ƉǫŗɼŗƉʚƨɼǶʌʚǶƉʌ ࣯ǑɼɄȭ ŗ ǶȳǑɄɼȭŗʚǶɄȳ
ʚǫƨɄɼ˦ ɱƨɼʌɱƨƉʚǶ˙ƨࣱ

óǶȳƉƨ ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ ǫŗʌ ŗ (ȩ log ȩ) ŗțǖɄɼǶʚǫȭࣗ Ƕʌ Ƕʚ ŗʌ ƉɄȭɱțƨ˥
ŗʌ ɸʯǶƉȕʌɄɼʚࣞ

࢙ࡹ



�ŗȳǖʯŗǖƨʌࣗ âɼɄſțƨȭʌ ŗȳƕ �țǖɄɼǶʚǫȭʌ ࣖࣖࣖ Ʉǫ ȭ˦ࣛ yy

�ȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ǫŗʌ ŗ ɼʯȳʚǶȭƨ ƉɄȭɱțƨ˥Ƕʚ ࣖ˦

ࡱࡽ



�ŗȳǖʯŗǖƨʌࣗ âɼɄſțƨȭʌ ŗȳƕ �țǖɄɼǶʚǫȭʌ ࣖࣖࣖ Ʉǫ ȭ˦ࣛ yyy

� ɱɼɄſțƨȭ ǫŗʌ ŗ ƉɄȭɱțƨ˥Ƕʚ˦ Ɖțŗʌʌࣛ

âɼɄſțƨȭʌ ƕɄ ȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ɼʯȳࣽʚǶȭƨ ʌǶȳƉƨ ŗ ɱɼɄſțƨȭ 6= ʚǫƨ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭ ʯʌƨƕ ʚɄ ʌɄț˙ƨ Ƕʚࣖ *ȹȣɤȑƣ˕Ǯʋ˖ ƅȑŗɾɾƣɾ ŗɮƣ Ɛƣ̃ȩƣƐ
ƐǮ˹ƣɮƣȩʋȑ ̟ࣖ
pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƉɄȭɱŗɼƨ ɱɼɄſțƨȭʌࣞ İǫŗʚ ǶǑ ˝ƨ ȍʯʌʚ ˝ŗȳʚ ʚɄ ȕȳɄ˝ ǶǑ
ŗ ɱɼɄſțƨȭ Ƕʌ ऐƉɄȭɱʯʚŗſțƨऐࣖ

ࡹࡽ

Chomsky Grammafferarchy



�țǖɄɼǶʚǫȭʌࣗ âɼɄſțƨȭʌ ŗȳƕ �ŗȳǖʯŗǖƨʌ ࣖࣖࣖ Ʉǫ ȭ˦ࣛ y

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
ࣖࡹ �ȳ ŗțǖɄɼǶʚǫȭ Ƕʌ ŗ ʌʚƨɱࣽſ˦ࣽʌʚƨɱ ˝ŗ˦ ʚɄ ʌɄț˙ƨ ŗ ɱɼɄſțƨȭࣖ
ࣖࡽ � ɱɼɄſțƨȭ Ƕʌ ʌɄȭƨ ɸʯƨʌʚǶɄȳ ʚǫŗʚ ˝ƨऒƕ țǶȕƨ ŗȳʌ˝ƨɼƨƕ ǖǶ˙ƨȳ
ʌɄȭƨ Ƕȳɱʯʚࣖ yʚ ʌǫɄʯțƕ ſƨ ŗ ƕƨƉǶʌǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄɼȭ
ऐ6Ʉƨʌ ŗ ǖǶ˙ƨȳ Ƕȳɱʯʚ Ǒʯț̇țț ɱɼɄɱƨɼʚ˦ ķ ऐࣖ

ࣖࢁ � �ŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ ŗ ʌƨʚ ɄǑ ʌʚɼǶȳǖʌࣖ eǶ˙ƨȳ ŗ ŗțɱǫŗſƨʚࣗ ⌃ ŗ
țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ ŗ ʌʯſʌƨʚ ɄǑ ⌃⇤

� țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌ ŗ ǑɄɼȭŗț ɼƨŗțǶ˲ŗʚǶɄȳ ɄǑ ʚǫǶʌ ɱɼɄſțƨȭࣖ bɄɼ
ɱɼɄſțƨȭ ķࣗ ʚǫƨ ƉɄɼɼƨʌɱɄȳƕǶȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨ Ƕʌࣘ

� ঋ ࣳ˝  ˝ Ƕʌ ʚǫƨ ƨȳƉɄƕǶȳǖ ɄǑ ŗȳ Ƕȳɱʯʚ ˦ ʚɄ ɱɼɄſțƨȭ ķ ŗȳƕ
ʚǫƨ ŗȳʌ˝ƨɼ ʚɄ Ƕȳɱʯʚ ˦ ǑɄɼ ŗ ɱɼɄſțƨȭ ķ Ƕʌ ऐĸEóऐ ࣵ
� ƕƨƉǶʌǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭ ķ Ƕʌ ऐĸEóऐ Ƕʌ ʚǫƨ ʌʚɼǶȳǖ Ƕʌ Ƕȳ ʚǫƨ
țŗȳǖʯŗǖƨࣖ ࡽࡽ



�ŗȳǖʯŗǖƨ ɄǑ ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ

pɄ˝ ƕɄ ˝ƨ ƕƨ̇ȳƨ ʚǫƨ ȭʯțʚǶɱțǶƉŗʚǶɄȳ ɱɼɄſțƨȭ ŗʌ ŗ țŗȳǖʯŗǖƨࣞ

6ƨ̇ȳƨ � ŗʌ țŗȳǖʯŗǖƨ ˝ǫƨɼƨ Ƕȳɱʯʚʌ ŗɼƨ ʌƨɱŗɼŗʚƨƕ ſ˦ ƉɄȭȭŗ
ŗȳƕ Ʉʯʚɱʯʚ Ƕʌ ʌƨɱŗɼŗʚƨƕ ſ˦ ࣖ

ÿǫŗʚ ˝ŗ˦ ʚǫƨ țŗȳǖʯŗǖƨ ǫŗʌ ŗțț ɱɄʌʌǶſțƨ ƉɄȭſǶȳŗʚǶɄȳ ɄǑ Ƕȳɱʯʚʌ
˝Ƕʚǫ ʚǫƨǶɼ Ʉʯʚɱʯʚʌࣖ

¡ŗƉǫǶȳƨ ŗƉƉƨɱʚʌ ŗ ˥ࣣ˦ঋ˲ ǶǑ ऐ˥ࣗ˦ ˲ऐ Ƕʌ Ƕȳ �ࣖ éƨȍƨƉʚʌ Ʉʚǫƨɼ˝Ƕʌƨࣖ

pƨȳƉƨࣗ ˕ · ˖ Ƕʌ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨ Ɖŗʯʌƨ ˦Ʉʯ Ɖŗȳ ȍʯʌʚ ʌƨŗɼƉǫ ʚǫɼɄʯǖǫ
ʚǫƨ ƨȳʚǶɼƨ

ࢁࡽ

gp
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,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ ǑɄɼ ,ɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳ

pɄ˝ʌ ƕɄƨʌ ʚǫǶʌ ǫƨțɱࣞ

 çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨࣞ
 çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ țŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨࣞ
 pƨȳƉƨ ʌɄȭƨ ࣯Ƕȳ ǑŗƉʚ ŗțȭɄʌʚ ŗțțࣱࣛ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣩſɄɄțƨŗȳ
ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ƕɄ ȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ŗȳ˦ * ɱɼɄǖɼŗȭ ʚɄ ɼƨƉɄǖȳǶ˲ƨ ʚǫƨȭࣖ

çʯƨʌʚǶɄȳʌࣘ

 ¡ŗ˦ſƨ ǶȳʚƨɼƨʌʚǶȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣩǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ǫŗ˙ƨ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ
ŗȳƕ ǫƨȳƉƨ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨࣖ ¶ȳț˦ ʯȳǶȳʚƨɼƨʌʚǶȳǖ țŗȳǖʯɄɼʌ
ʯȳƉɄȭɱʯʚŗſțƨࣞ

 İǫ˦ ʌǫɄʯțƕ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ ſƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƉɄȭɱʯʚŗſǶțǶʚ˦ࣞ
 ¶ȕࣗ ʚǫƨɼƨ ŗɼƨ ƕǶ˾Ɖʯțʚ ɱɼɄſțƨȭʌࣩțŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ ˝ǫŗʚ
țŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗɼƨ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨ ŗȳƕ ˝ǫǶƉǫ ǫŗ˙ƨ ƨ˾ƉǶƨȳʚ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣞ

ࢅࡽ

tweet n I al Il 2 if 2 s 4124

kesoar Nay I 3 2 4 A 1 2 3,4 10 986,91g



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ ǑɄɼ ,ɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳ

pɄ˝ʌ ƕɄƨʌ ʚǫǶʌ ǫƨțɱࣞ

 çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨࣞ
 çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ țŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨࣞ

 pƨȳƉƨ ʌɄȭƨ ࣯Ƕȳ ǑŗƉʚ ŗțȭɄʌʚ ŗțțࣱࣛ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣩſɄɄțƨŗȳ
ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ƕɄ ȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ŗȳ˦ * ɱɼɄǖɼŗȭ ʚɄ ɼƨƉɄǖȳǶ˲ƨ ʚǫƨȭࣖ

çʯƨʌʚǶɄȳʌࣘ

 ¡ŗ˦ſƨ ǶȳʚƨɼƨʌʚǶȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣩǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ǫŗ˙ƨ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ
ŗȳƕ ǫƨȳƉƨ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨࣖ ¶ȳț˦ ʯȳǶȳʚƨɼƨʌʚǶȳǖ țŗȳǖʯɄɼʌ
ʯȳƉɄȭɱʯʚŗſțƨࣞ

 İǫ˦ ʌǫɄʯțƕ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ ſƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƉɄȭɱʯʚŗſǶțǶʚ˦ࣞ
 ¶ȕࣗ ʚǫƨɼƨ ŗɼƨ ƕǶ˾Ɖʯțʚ ɱɼɄſțƨȭʌࣩțŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ ˝ǫŗʚ
țŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗɼƨ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨ ŗȳƕ ˝ǫǶƉǫ ǫŗ˙ƨ ƨ˾ƉǶƨȳʚ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣞ

ࢅࡽ

keep 01 11 00 I
O l l l 000

Countable many
Uncountable

many



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ ǑɄɼ ,ɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳ

pɄ˝ʌ ƕɄƨʌ ʚǫǶʌ ǫƨțɱࣞ

 çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨࣞ
 çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ țŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨࣞ
 pƨȳƉƨ ʌɄȭƨ ࣯Ƕȳ ǑŗƉʚ ŗțȭɄʌʚ ŗțțࣱࣛ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣩſɄɄțƨŗȳ
ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ƕɄ ȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ŗȳ˦ * ɱɼɄǖɼŗȭ ʚɄ ɼƨƉɄǖȳǶ˲ƨ ʚǫƨȭࣖ

çʯƨʌʚǶɄȳʌࣘ

 ¡ŗ˦ſƨ ǶȳʚƨɼƨʌʚǶȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣩǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ǫŗ˙ƨ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ
ŗȳƕ ǫƨȳƉƨ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨࣖ ¶ȳț˦ ʯȳǶȳʚƨɼƨʌʚǶȳǖ țŗȳǖʯɄɼʌ
ʯȳƉɄȭɱʯʚŗſțƨࣞ

 İǫ˦ ʌǫɄʯțƕ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ ſƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƉɄȭɱʯʚŗſǶțǶʚ˦ࣞ
 ¶ȕࣗ ʚǫƨɼƨ ŗɼƨ ƕǶ˾Ɖʯțʚ ɱɼɄſțƨȭʌࣩțŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ ˝ǫŗʚ
țŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗɼƨ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨ ŗȳƕ ˝ǫǶƉǫ ǫŗ˙ƨ ƨ˾ƉǶƨȳʚ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣞ

ࢅࡽ



,ɄȳʌƨɸʯƨȳƉƨʌ ǑɄɼ ,ɄȭɱʯʚŗʚǶɄȳ

pɄ˝ʌ ƕɄƨʌ ʚǫǶʌ ǫƨțɱࣞ

 çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨࣞ
 çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ țŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨࣞ
 pƨȳƉƨ ʌɄȭƨ ࣯Ƕȳ ǑŗƉʚ ŗțȭɄʌʚ ŗțțࣱࣛ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣩſɄɄțƨŗȳ
ǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ƕɄ ȳɄʚ ǫŗ˙ƨ ŗȳ˦ * ɱɼɄǖɼŗȭ ʚɄ ɼƨƉɄǖȳǶ˲ƨ ʚǫƨȭࣖ

çʯƨʌʚǶɄȳʌࣘ

 ¡ŗ˦ſƨ ǶȳʚƨɼƨʌʚǶȳǖ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣩǑʯȳƉʚǶɄȳʌ ǫŗ˙ƨ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ
ŗȳƕ ǫƨȳƉƨ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨࣖ ¶ȳț˦ ʯȳǶȳʚƨɼƨʌʚǶȳǖ țŗȳǖʯɄɼʌ
ʯȳƉɄȭɱʯʚŗſțƨࣞ

 İǫ˦ ʌǫɄʯțƕ * ɱɼɄǖɼŗȭʌ ſƨ ʚǫƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳ ɄǑ ƉɄȭɱʯʚŗſǶțǶʚ˦ࣞ
 ¶ȕࣗ ʚǫƨɼƨ ŗɼƨ ƕǶ˾Ɖʯțʚ ɱɼɄſțƨȭʌࣩțŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ ˝ǫŗʚ
țŗȳǖʯŗǖƨʌ ŗɼƨ ƉɄȭɱʯʚŗſțƨ ŗȳƕ ˝ǫǶƉǫ ǫŗ˙ƨ ƨ˾ƉǶƨȳʚ
ŗțǖɄɼǶʚǫȭʌࣞ ࢅࡽ



óʚɼǶȳǖʌ



�țɱǫŗſƨʚ

�ȳ ŗțɱǫŗſƨʚ Ƕʌ ŗ ̇ȳǶʚƨ ʌƨʚ ɄǑ ʌ˦ȭſɄțʌࣖ

E˥ŗȭɱțƨʌ ɄǑ ŗțɱǫŗſƨʚʌࣘ

 ⌃ = ,ࡱ} ࣗ{ࡹ

 ⌃ = {ŗ,Ż, ƅ, . . . , ˢ}ࣗ

 �ó,yyࣖ

 Ďÿbࣖ

 ⌃ = {hKQp27Q`r�`/i, hKQp2#�+Fi, hKQp2H27ii, hKQp2`B;?ii}

ࢉࡽ



óʚɼǶȳǖ 6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
ࣖࡹ � ʌʚɼǶȳǖࣩ˝Ʉɼƕ Ʉ˙ƨɼ ⌃ Ƕʌ ŗ ̇ȳǶʚƨ ʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ʌ˦ȭſɄțʌ Ʉ˙ƨɼ

⌃ࣖ bɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣗ ऑࡹࡱࡱࡹࡱࡹࡱऒࣗ ऑɾʋɮǮȩǐऒࣗ ऑhKQp2#�+Fih`Qi�i2Nyiऒ
ࣖࡽ ˕ · ˖ ⌘ ˕˖ Ƕʌ ʚǫƨ ƉɄȳƉŗʚƨȳŗʚǶɄȳ ɄǑ ʚ˝Ʉ ʌʚɼǶȳǖʌ
ࣖࢁ ÿǫƨ țƨȳǖʚǫ ɄǑ ŗ ʌʚɼǶȳǖ ˍ ࣯ƕƨȳɄʚƨƕ ſ˦ |ˍ|ࣱ Ƕʌ ʚǫƨ ȳʯȭſƨɼ ɄǑ
ʌ˦ȭſɄțʌ Ƕȳ ˍࣖ bɄɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣗ |ࡹࡱࡹ| = ࣗࢁ |✏| = ࡱ

ࣖࢅ bɄɼ Ƕȳʚƨǖƨɼ ȩ � ࣗࡱ ⌃ȩ Ƕʌ ʌƨʚ ɄǑ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ Ʉ˙ƨɼ ⌃ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ȩࣖ
⌃⇤ Ƕʌ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ Ʉ˙ƨɼ ⌃ࣖ

ࣖࢉ ⌃⇤ ʌƨʚ ɄǑ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ ɄǑ ŗțț țƨȳǖʚǫʌ ǶȳƉțʯƕǶȳǖ ƨȭɱʚ˦ ʌʚɼǶȳǖࣖ

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ {0ŗ0,0 ƅ0}⇤ =

ࢍࡽ

abc
Cda abecda

3h 3 303

E a c aa aqca
13 913050.138 3

go w i

UE EO E E EZ
FO E



EȭɱʚǶȳƨʌʌ

 ✏ Ƕʌ ŗ ʌʚɼǶȳǖ ƉɄȳʚŗǶȳǶȳǖ ȳɄ ʌ˦ȭſɄțʌࣖ yʚ Ƕʌ ȳɄʚ ŗ ʌƨʚ
 {✏} Ƕʌ ŗ ʌƨʚ ƉɄȳʚŗǶȳǶȳǖ Ʉȳƨ ʌʚɼǶȳǖࣘ ʚǫƨ ƨȭɱʚ˦ ʌʚɼǶȳǖࣖ yʚ Ƕʌ ŗ
ʌƨʚࣗ ȳɄʚ ŗ ʌʚɼǶȳǖࣖ

 ; Ƕʌ ʚǫƨ ƨȭɱʚ˦ ʌƨʚࣖ yʚ ƉɄȳʚŗǶȳʌ ȳɄ ʌʚɼǶȳǖʌࣖ

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ İǫŗʚ Ƕʌ {;}

ࡽ

3
E3



,ɄȳƉŗʚƨȳŗʚǶɄȳ ŗȳƕ ɱɼɄɱƨɼʚǶƨʌ

 yǑ ˕ ŗȳƕ ˖ ŗɼƨ ʌʚɼǶȳǖʌ ʚǫƨȳ ˕˖ ƕƨȳɄʚƨʌ ʚǫƨǶɼ ƉɄȳƉŗʚƨȳŗʚǶɄȳࣖ
 ,ɄȳƉŗʚƨȳŗʚǶɄȳ ƕƨ̇ȳƨƕ ɼƨƉʯɼʌǶ˙ƨț˦ ࣘ

 ˕˖ = ˖ ǶǑ ˕ = ✏

 ˕˖ = ŗ(ˍ˖) ǶǑ ˕ = ŗˍ

 ˕˖ ʌɄȭƨʚǶȭƨʌ ˝ɼǶʚʚƨȳ ŗʌ ˕·˖ࣖ
 ƉɄȳƉŗʚƨȳŗʚǶɄȳ Ƕʌ ŗʌʌɄƉǶŗʚǶ˙ƨࣘ (ʠˉ)ˍ = ʠ(ˉˍ) ǫƨȳƉƨ ˝ɼǶʚƨ
ʠˉˍ ⌘ (ʠˉ)ˍ = ʠ(ˉˍ)

 ȳɄʚ ƉɄȭȭʯʚŗʚǶ˙ƨࣘ ʠˉ ȳɄʚ ȳƨƉƨʌʌŗɼǶț˦ ƨɸʯŗț ʚɄ ˉʠ
 ÿǫƨ ǮƐƣȩʋǮʋ˖ ƨțƨȭƨȳʚ Ƕʌ ʚǫƨ ƨȭɱʚ˦ ʌʚɼǶȳǖ ✏ࣘ

✏ʠ = ʠ✏ = ʠ.

ࡽ



óʯſʌʚɼǶȳǖʌࣗ ɱɼƨ̇˥ƨʌࣗ óʯ˾˥ƨʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
ˉ Ƕʌ ʌʯſʌʚɼǶȳǖ ɄǑ ˍ () ʚǫƨɼƨ ƨ˥Ƕʌʚ ʌʚɼǶȳǖʌ ˕, ˖ ʌʯƉǫ ʚǫŗʚ
ˍ = ˕ˉ˖ࣖ

 yǑ ˕ = ✏ ʚǫƨȳ ˉ Ƕʌ ŗ ɱɼƨ̇˥ ɄǑ ˍ
 yǑ ˖ = ✏ ʚǫƨȳ ˉ Ƕʌ ŗ ʌʯ˾˥ ɄǑ ˍ

࢙ࡽ

Substring

sab abstub



óʯſʌƨɸʯƨȳƉƨ

� ʌʯſʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ŗ ʌʚɼǶȳǖ [ȩ...ࡹ]ˍ Ƕʌ ƨǶʚǫƨɼ ŗ ʌʯſʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ
[ȩ...ࡽ]ˍ Ʉɼ [ࡹ]ˍ ǑɄțțɄ˝ƨƕ ſ˦ ŗ ʌʯſʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ࣖ[ȩ...ࡽ]ˍ

E˥ŗȭɱțƨ
ȋŗɤŗ Ƕʌ ŗ ʌʯɱʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ȋȩŗɤɾŗƅȋ

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ ʌʯſࣽʌƨɸʯƨȳƉƨʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨ Ƕȳ ŗ ʌʚɼǶȳǖ
|ˍ| = ࣞࢉ

ࡱࢁ

T TT a

Kappa



óʯſʌƨɸʯƨȳƉƨ

� ʌʯſʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ŗ ʌʚɼǶȳǖ [ȩ...ࡹ]ˍ Ƕʌ ƨǶʚǫƨɼ ŗ ʌʯſʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ
[ȩ...ࡽ]ˍ Ʉɼ [ࡹ]ˍ ǑɄțțɄ˝ƨƕ ſ˦ ŗ ʌʯſʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ࣖ[ȩ...ࡽ]ˍ

E˥ŗȭɱțƨ
ȋŗɤŗ Ƕʌ ŗ ʌʯɱʌƨɸʯƨȳƉƨ ɄǑ ȋȩŗɤɾŗƅȋ

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ pɄ˝ ȭŗȳ˦ ʌʯſࣽʌƨɸʯƨȳƉƨʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨ Ƕȳ ŗ ʌʚɼǶȳǖ
|ˍ| = ࣞࢉ

ࡱࢁ

lol32 2 Sacks
if there are no repeating characters



óʚɼǶȳǖ ƨ˥ɱɄȳƨȳʚ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
yǑ ˍ Ƕʌ ŗ ʌʚɼǶȳǖ ʚǫƨȳ ˍȩ Ƕʌ ƕƨ̇ȳƨƕ ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨț˦ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣘ
ˍȩ = ✏ ǶǑ ȩ = ࡱ
ˍȩ = ˍˍȩࡹ� ǶǑ ȩ > ࡱ

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ (Żȑŗǣ)ࢁ =ࣖ

ࡹࢁ

0 132 00 O l I 0 I 1

blah blah blah



óƨʚ ,ɄȳƉŗʚƨȳŗʚǶɄȳ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
eǶ˙ƨȳ ʚ˝Ʉ ʌƨʚʌ ĩ ŗȳƕ Ī ɄǑ ʌʚɼǶȳǖʌ ࣯Ʉ˙ƨɼ ʌɄȭƨ ƉɄȭȭɄȳ ŗțɱǫŗſƨʚ
⌃ࣱ ʚǫƨ ƉɄȳƉŗʚƨȳŗʚǶɄȳ ɄǑ ĩ ŗȳƕ Ī Ƕʌ

ĩĪ = {˕˖ | ˕ 2 ĩ, ˖ 2 Ī} ࣱࡹ࣯

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ ĩ = {ǋǮƐȹ, ɮȹˉƣɮ, ɾɤȹʋ}ࣗ Ī = {ǋȑʠǋǋ˖, ʋŗŻŻ˖} =)
ĩĪ = ࣖ

ࡽࢁ

fidofluffy Fidotabby
rover fluffy rover tabby 3



⌃⇤ ŗȳƕ țŗȳǖʯŗǖƨʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
ࣖࡹ ⌃ȩ Ƕʌ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ȩࣖ 6ƨ̇ȳƨƕ ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨț˦ࣘ

⌃ȩ = {✏} ǶǑ ȩ = ࡱ
⌃ȩ = ⌃⌃ȩࡹ� ǶǑ ȩ > ࡱ

ࣖࡽ ⌃⇤ = [ȩࡱ�⌃ȩ Ƕʌ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ŗțț ̇ȳǶʚƨ țƨȳǖʚǫ ʌʚɼǶȳǖʌ
ࣖࢁ ⌃+ = [ȩࡹ�⌃ȩ Ƕʌ ʚǫƨ ʌƨʚ ɄǑ ȳɄȳࣽƨȭɱʚ˦ ʌʚɼǶȳǖʌࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
� țŗȳǖʯŗǖƨ � Ƕʌ ŗ ʌƨʚ ɄǑ ʌʚɼǶȳǖʌ Ʉ˙ƨɼ ⌃ࣖ yȳ Ʉʚǫƨɼ ˝Ʉɼƕʌ � ✓ ⌃⇤ࣖ

çʯƨʌʚǶɄȳࣘ 6Ʉƨʌ ⌃⇤ ǫŗ˙ƨ ʌʚɼǶȳǖʌ ɄǑ Ƕȳ̇ȳǶʚƨ țƨȳǖʚǫࣞ

ࢁࢁ

n
n20

excludes EO EB

Do



éŗɱǶƕࣽ̇ɼƨ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ ࣽʌʚɼǶȳǖʌ

�ȳʌ˝ƨɼ ʚǫƨ ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ ʚŗȕǶȳǖ ⌃ = ,ࡱ} ࣖ{ࡹ

ࣖࡹ İǫŗʚ Ƕʌ ࣞࡱ⌃

ࣖࡽ pɄ˝ ȭŗȳ˦ ƨțƨȭƨȳʚʌ ŗɼƨ ʚǫƨɼƨ Ƕȳ ⌃ȩࣞ

ࣖࢁ yǑ |ʠ| = ࡽ ŗȳƕ |ˉ| = ࢁ ʚǫƨȳ ˝ǫŗʚ Ƕʌ |ʠ·ˉ|ࣞ
ࣖࢅ �ƨʚ ʠ ſƨ ŗȳ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ʌʚɼǶȳǖ Ƕȳ ⌃⇤ࣖ İǫŗʚ Ƕʌ ✏ʠࣞ İǫŗʚ Ƕʌ ʠ✏ࣞ

ࢅࢁ

EE

2

5

U



yȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ ʌʚɼǶȳǖʌ



yȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ɱɼɄɄǑʌ Ʉȳ ʌʚɼǶȳǖʌ

yȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ɱɼɄɄǑʌ Ʉȳ ʌʚɼǶȳǖʌ ŗȳƕ ɼƨțŗʚƨƕ ɱɼɄſțƨȭʌ ǑɄțțɄ˝
ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
ÿǫƨ ɼƨ˙ƨɼʌƨ ˍÞ ɄǑ ŗ ʌʚɼǶȳǖ ˍ Ƕʌ ƕƨ̇ȳƨƕ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣘ

 ˍÞ = ✏ ǶǑ ˍ = ✏

 ˍÞ = ˕Þŗ ǶǑ ˍ = ŗ˕ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ŗ 2 ⌃ ŗȳƕ ʌʚɼǶȳǖ ˕

ÿǫƨɄɼƨȭ
×ɮȹˉƣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȩ˖ ɾʋɮǮȩǐɾ ʠ, ˉ 2 ⌃⇤ࣗ (ʠˉ)Þ = ˉÞʠÞࣖ

E˥ŗȭɱțƨࣘ (Ɛȹǐ·ƅŗʋ)Þ = (ƅŗʋ)Þ·(Ɛȹǐ)Þ = ʋŗƅǐȹƐࣖ

ࢉࢁ

If case n is true

then ease nel must be
true

pp
Is top brick out

on ground

fu



yȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ɱɼɄɄǑʌ Ʉȳ ʌʚɼǶȳǖʌ

yȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ɱɼɄɄǑʌ Ʉȳ ʌʚɼǶȳǖʌ ŗȳƕ ɼƨțŗʚƨƕ ɱɼɄſțƨȭʌ ǑɄțțɄ˝
ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ƕƨ̇ȳǶʚǶɄȳʌࣖ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
ÿǫƨ ɼƨ˙ƨɼʌƨ ˍÞ ɄǑ ŗ ʌʚɼǶȳǖ ˍ Ƕʌ ƕƨ̇ȳƨƕ ŗʌ ǑɄțțɄ˝ʌࣘ

 ˍÞ = ✏ ǶǑ ˍ = ✏

 ˍÞ = ˕Þŗ ǶǑ ˍ = ŗ˕ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ŗ 2 ⌃ ŗȳƕ ʌʚɼǶȳǖ ˕

ÿǫƨɄɼƨȭ
×ɮȹˉƣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȩ˖ ɾʋɮǮȩǐɾ ʠ, ˉ 2 ⌃⇤ࣗ (ʠˉ)Þ = ˉÞʠÞࣖ

E˥ŗȭɱțƨࣘ (Ɛȹǐ·ƅŗʋ)Þ = (ƅŗʋ)Þ·(Ɛȹǐ)Þ = ʋŗƅǐȹƐࣖ

ࢉࢁ



âɼǶȳƉǶɱțƨ ɄǑ ȭŗʚǫƨȭŗʚǶƉŗț ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ

yȳƕʯƉʚǶɄȳ Ƕʌ ŗ ˝ŗ˦ ʚɄ ɱɼɄ˙ƨ ʌʚŗʚƨȭƨȳʚʌ ɄǑ ʚǫƨ ǑɄɼȭ 8ȩ � (ȩ)×,ࡱ
˝ǫƨɼƨ ×(ȩ) Ƕʌ ŗ ʌʚŗʚƨȭƨȳʚ ʚǫŗʚ ǫɄțƕʌ ǑɄɼ Ƕȳʚƨǖƨɼ ȩࣖ

E˥ŗȭɱțƨࣘ âɼɄ˙ƨ ʚǫŗʚ
Pȩ

Ǯ=ࡱ Ǯ = ȩ(ȩ+ ࡽ/(ࡹ ǑɄɼ ŗțț ȩࣖ

yȳƕʯƉʚǶɄȳ ʚƨȭɱțŗʚƨࣘ

 $ŗʌƨ Ɖŗʌƨࣘ âɼɄ˙ƨ (ࡱ)×
 yȳƕʯƉʚǶɄȳ ǫ˦ɱɄʚǫƨʌǶʌࣘ �ƨʚ ȋ > ࡱ ſƨ ŗȳ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ Ƕȳʚƨǖƨɼࣖ
�ʌʌʯȭƨ ʚǫŗʚ ×(ȩ) ǫɄțƕʌ ǑɄɼ ŗȳ˦ ȩ  ȋࣖ

 yȳƕʯƉʚǶɄȳ óʚƨɱࣘ âɼɄ˙ƨ ʚǫŗʚ ×(ȩ) ǫɄțƕʌࣗ ǑɄɼ ȩ = ȋ+ ࣖࡹ

ࢍࢁ

I



óʚɼʯƉʚʯɼƨƕ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ

 ĎȳțǶȕƨ ʌǶȭɱțƨ Ɖŗʌƨʌ ˝ƨ ŗɼƨ ˝ɄɼȕǶȳǖ ˝Ƕʚǫࣖࣖࣖ
 ࣖࣖࣖǶȳƕʯƉʚǶɄȳ ɱɼɄɄǑʌ ŗțʌɄ ˝Ʉɼȕ ǑɄɼ ȭɄɼƨ ƉɄȭɱțǶƉŗʚƨƕ
एʌʚɼʯƉʚʯɼƨʌऐࣖ

 óʯƉǫ ŗʌ ʌʚɼǶȳǖʌࣗ ʚʯɱțƨʌ ɄǑ ʌʚɼǶȳǖʌࣗ ǖɼŗɱǫʌ ƨʚƉࣖ
 óƨƨ Ɖțŗʌʌ ȳɄʚƨʌ Ʉȳ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ ǑɄɼ ƕƨʚŗǶțʌࣖ

ࢁ



âɼɄ˙Ƕȳǖ ʚǫƨ ʚǫƨɄɼƨȭ

ÿǫƨɄɼƨȭ
×ɮȹˉƣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȩ˖ ɾʋɮǮȩǐɾ ʠ, ˉ 2 ⌃⇤ࣗ (ʠˉ)Þ = ˉÞʠÞࣖ

âɼɄɄǑࣘ ſ˦ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳࣖ
¶ȳ ˝ǫŗʚࣞࣞ |ʠˉ| = |ʠ|+ |ˉ|ࣞ
|ʠ|ࣞ
|ˉ|ࣞ

İǫŗʚ ƕɄƨʌ Ƕʚ ȭƨŗȳ एǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ |ʠ|ऐࣞ

ࢁ



$˦ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ |ʯ|

ÿǫƨɄɼƨȭ
×ɮȹˉƣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȩ˖ ɾʋɮǮȩǐɾ ʠ, ˉ 2 ⌃⇤ࣗ (ʠˉ)Þ = ˉÞʠÞࣖ

âɼɄɄǑ ſ˦ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ |ʠ| ȭƨŗȳʌ ʚǫŗʚ ˝ƨ ŗɼƨ ɱɼɄ˙Ƕȳǖ ʚǫƨ
ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖࣖ

$ŗʌƨ Ɖŗʌƨࣘ �ƨʚ ʠ ſƨ ŗȳ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ʌʚɼǶȳǖ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ࣖࡱ ʠ = ✏ ʌǶȳƉƨ
ʚǫƨɼƨ Ƕʌ Ʉȳț˦ Ʉȳƨ ʌʯƉǫ ʌʚɼǶȳǖࣖ ÿǫƨȳ

(ʠˉ)Þ = (✏ˉ)Þ = ˉÞ = ˉÞ✏ = ˉÞ✏Þ = ˉÞʠÞ

yȳƕʯƉʚǶɄȳ ǫ˦ɱɄʚǫƨʌǶʌࣘ 8ȩ � ࣗࡱ ǑɄɼ ŗȳ˦ ʌʚɼǶȳǖ ʠ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ȩࣘ

bɄɼ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ ˉ 2 ⌃⇤ࣗ (ʠˉ)Þ = ˉÞʠÞࣖ

¥Ʉ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ŗſɄʯʚ ˉࣗ ǫƨȳƉƨ ʌʚŗʚƨȭƨȳʚ ǫɄțƕʌ ǑɄɼ ŗțț ˉ 2 ⌃⇤ࣖ

࢙ࢁ

eat



$˦ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ |ʯ|

ÿǫƨɄɼƨȭ
×ɮȹˉƣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȩ˖ ɾʋɮǮȩǐɾ ʠ, ˉ 2 ⌃⇤ࣗ (ʠˉ)Þ = ˉÞʠÞࣖ

âɼɄɄǑ ſ˦ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ |ʠ| ȭƨŗȳʌ ʚǫŗʚ ˝ƨ ŗɼƨ ɱɼɄ˙Ƕȳǖ ʚǫƨ
ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖࣖ

$ŗʌƨ Ɖŗʌƨࣘ �ƨʚ ʠ ſƨ ŗȳ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ʌʚɼǶȳǖ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ࣖࡱ ʠ = ✏ ʌǶȳƉƨ
ʚǫƨɼƨ Ƕʌ Ʉȳț˦ Ʉȳƨ ʌʯƉǫ ʌʚɼǶȳǖࣖ ÿǫƨȳ

(ʠˉ)Þ = (✏ˉ)Þ = ˉÞ = ˉÞ✏ = ˉÞ✏Þ = ˉÞʠÞ

yȳƕʯƉʚǶɄȳ ǫ˦ɱɄʚǫƨʌǶʌࣘ 8ȩ � ࣗࡱ ǑɄɼ ŗȳ˦ ʌʚɼǶȳǖ ʠ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ȩࣘ

bɄɼ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ ˉ 2 ⌃⇤ࣗ (ʠˉ)Þ = ˉÞʠÞࣖ

¥Ʉ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ŗſɄʯʚ ˉࣗ ǫƨȳƉƨ ʌʚŗʚƨȭƨȳʚ ǫɄțƕʌ ǑɄɼ ŗțț ˉ 2 ⌃⇤ࣖ

࢙ࢁ



$˦ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ |ʯ|

ÿǫƨɄɼƨȭ
×ɮȹˉƣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȩ˖ ɾʋɮǮȩǐɾ ʠ, ˉ 2 ⌃⇤ࣗ (ʠˉ)Þ = ˉÞʠÞࣖ

âɼɄɄǑ ſ˦ ǶȳƕʯƉʚǶɄȳ Ʉȳ |ʠ| ȭƨŗȳʌ ʚǫŗʚ ˝ƨ ŗɼƨ ɱɼɄ˙Ƕȳǖ ʚǫƨ
ǑɄțțɄ˝Ƕȳǖࣖ

$ŗʌƨ Ɖŗʌƨࣘ �ƨʚ ʠ ſƨ ŗȳ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ʌʚɼǶȳǖ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ࣖࡱ ʠ = ✏ ʌǶȳƉƨ
ʚǫƨɼƨ Ƕʌ Ʉȳț˦ Ʉȳƨ ʌʯƉǫ ʌʚɼǶȳǖࣖ ÿǫƨȳ

(ʠˉ)Þ = (✏ˉ)Þ = ˉÞ = ˉÞ✏ = ˉÞ✏Þ = ˉÞʠÞ

yȳƕʯƉʚǶɄȳ ǫ˦ɱɄʚǫƨʌǶʌࣘ 8ȩ � ࣗࡱ ǑɄɼ ŗȳ˦ ʌʚɼǶȳǖ ʠ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ȩࣘ

bɄɼ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ ˉ 2 ⌃⇤ࣗ (ʠˉ)Þ = ˉÞʠÞࣖ

¥Ʉ ŗʌʌʯȭɱʚǶɄȳ ŗſɄʯʚ ˉࣗ ǫƨȳƉƨ ʌʚŗʚƨȭƨȳʚ ǫɄțƕʌ ǑɄɼ ŗțț ˉ 2 ⌃⇤ࣖ

࢙ࢁ



yȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ʌʚƨɱ

 �ƨʚ ʠ ſƨ ŗȳ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ʌʚɼǶȳǖ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ȩ > ࣖࡱ �ʌʌʯȭƨ
ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ǫ˦ɱɄʚǫƨʌǶʌ ǫɄțƕʌ ǑɄɼ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ ˍ ɄǑ țƨȳǖʚǫ < ȩࣖ

 óǶȳƉƨ |ʠ| = ȩ > ࡱ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ʠ = ŗ˖ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ʌʚɼǶȳǖ ˖ ˝Ƕʚǫ
|˖| < ȩ ŗȳƕ ŗ 2 ⌃ࣖ

 ÿǫƨȳ

(ʠˉ)Þ = ((ŗ˖)ˉ)Þ

= (ŗ(˖ˉ))Þ

= (˖ˉ)ÞŗÞ

= (ˉÞ˖Þ)ŗÞ

= ˉÞ(˖ÞŗÞ)
= ˉÞ(ŗ˖)Þ

= ˉÞʠÞ

ࡱࢅ



yȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ʌʚƨɱ

 �ƨʚ ʠ ſƨ ŗȳ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ʌʚɼǶȳǖ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ȩ > ࣖࡱ �ʌʌʯȭƨ
ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ǫ˦ɱɄʚǫƨʌǶʌ ǫɄțƕʌ ǑɄɼ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ ˍ ɄǑ țƨȳǖʚǫ < ȩࣖ

 óǶȳƉƨ |ʠ| = ȩ > ࡱ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ʠ = ŗ˖ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ʌʚɼǶȳǖ ˖ ˝Ƕʚǫ
|˖| < ȩ ŗȳƕ ŗ 2 ⌃ࣖ

 ÿǫƨȳ

(ʠˉ)Þ =

((ŗ˖)ˉ)Þ

= (ŗ(˖ˉ))Þ

= (˖ˉ)ÞŗÞ

= (ˉÞ˖Þ)ŗÞ

= ˉÞ(˖ÞŗÞ)
= ˉÞ(ŗ˖)Þ

= ˉÞʠÞ

ࡱࢅ



yȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ʌʚƨɱ

 �ƨʚ ʠ ſƨ ŗȳ ŗɼſǶʚɼŗɼ˦ ʌʚɼǶȳǖ ɄǑ țƨȳǖʚǫ ȩ > ࣖࡱ �ʌʌʯȭƨ
ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨ ǫ˦ɱɄʚǫƨʌǶʌ ǫɄțƕʌ ǑɄɼ ŗțț ʌʚɼǶȳǖʌ ˍ ɄǑ țƨȳǖʚǫ < ȩࣖ

 óǶȳƉƨ |ʠ| = ȩ > ࡱ ˝ƨ ǫŗ˙ƨ ʠ = ŗ˖ ǑɄɼ ʌɄȭƨ ʌʚɼǶȳǖ ˖ ˝Ƕʚǫ
|˖| < ȩ ŗȳƕ ŗ 2 ⌃ࣖ

 ÿǫƨȳ

(ʠˉ)Þ = ((ŗ˖)ˉ)Þ

= (ŗ(˖ˉ))Þ

= (˖ˉ)ÞŗÞ

= (ˉÞ˖Þ)ŗÞ

= ˉÞ(˖ÞŗÞ)
= ˉÞ(ŗ˖)Þ

= ˉÞʠÞ
ࡱࢅ



�ȳɄʚǫƨɼ ƨ˥ŗȭɱțƨࣛ

ÿǫƨɄɼƨȭ
×ɮȹˉƣ ʋǣŗʋ ǋȹɮ ŗȩ˖ ɾʋɮǮȩǐɾ ˕ ŗȩƐ ˖ࣗ |˕˖| = |˕|+ |˖|

ࡹࢅ

BaseCase Assume 14 0 x E 11 14 0 by definition

therefore 1 1 c ly k Oe ly't Kyl ly l

InductiveCase Inductee Hypothesis Strong iaduetion

Suppose for a 70 Itt holds 1 1 En ludelylalxyl
Inductive step need to prove that hypothesisholds for talentI

Suppose lol nel goal latelyl lay I

Suppose x aw for some a E E w E E le Iwl let

y aw y acwy we know hwy l hole lyl by It

lawyl lelwyl by CD
le Iwl e gI by inductive hypothesis

wield



�ŗȳǖʯŗǖƨʌ



�ŗȳǖʯŗǖƨʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
� țŗȳǖʯŗǖƨ � Ƕʌ ŗ ʌƨʚ ɄǑ ʌʚɼǶȳǖʌ Ʉ˙ƨɼ ⌃ࣖ yȳ Ʉʚǫƨɼ ˝Ʉɼƕʌ � ✓ ⌃⇤ࣖ

óʚŗȳƕŗɼƕ ʌƨʚ ɄɱƨɼŗʚǶɄȳʌ ŗɱɱț˦ ʚɄ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ

 bɄɼ țŗȳǖʯŗǖƨʌ �,# ʚǫƨ ƉɄȳƉŗʚƨȳŗʚǶɄȳ ɄǑ �,# Ƕʌ
�# = {˕˖ | ˕ 2 �, ˖ 2 #}ࣖ

 bɄɼ țŗȳǖʯŗǖƨʌ �,#ࣗ ʚǫƨǶɼ ʯȳǶɄȳ Ƕʌ � [ #ࣗ ǶȳʚƨɼʌƨƉʚǶɄȳ Ƕʌ
� \ #ࣗ ŗȳƕ ƕǶ˽ƨɼƨȳƉƨ Ƕʌ � \ # ࣯ŗțʌɄ ˝ɼǶʚʚƨȳ ŗʌ �� #ࣱࣖ

 bɄɼ țŗȳǖʯŗǖƨ � ✓ ⌃⇤ ʚǫƨ ƉɄȭɱțƨȭƨȳʚ ɄǑ � Ƕʌ �̄ = ⌃⇤ \ �ࣖ

ࡽࢅ



�ŗȳǖʯŗǖƨʌ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
� țŗȳǖʯŗǖƨ � Ƕʌ ŗ ʌƨʚ ɄǑ ʌʚɼǶȳǖʌ Ʉ˙ƨɼ ⌃ࣖ yȳ Ʉʚǫƨɼ ˝Ʉɼƕʌ � ✓ ⌃⇤ࣖ

óʚŗȳƕŗɼƕ ʌƨʚ ɄɱƨɼŗʚǶɄȳʌ ŗɱɱț˦ ʚɄ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ

 bɄɼ țŗȳǖʯŗǖƨʌ �,# ʚǫƨ ƉɄȳƉŗʚƨȳŗʚǶɄȳ ɄǑ �,# Ƕʌ
�# = {˕˖ | ˕ 2 �, ˖ 2 #}ࣖ

 bɄɼ țŗȳǖʯŗǖƨʌ �,#ࣗ ʚǫƨǶɼ ʯȳǶɄȳ Ƕʌ � [ #ࣗ ǶȳʚƨɼʌƨƉʚǶɄȳ Ƕʌ
� \ #ࣗ ŗȳƕ ƕǶ˽ƨɼƨȳƉƨ Ƕʌ � \ # ࣯ŗțʌɄ ˝ɼǶʚʚƨȳ ŗʌ �� #ࣱࣖ

 bɄɼ țŗȳǖʯŗǖƨ � ✓ ⌃⇤ ʚǫƨ ƉɄȭɱțƨȭƨȳʚ ɄǑ � Ƕʌ �̄ = ⌃⇤ \ �ࣖ

ࡽࢅ

A dogBs A all words except dog



E˥ɱɄȳƨȳʚǶŗʚǶɄȳࣗ �țƨƨȳƨ ʌʚŗɼ ƨʚƉ

6ƨ̇ȳǶʚǶɄȳ
bɄɼ ŗ țŗȳǖʯŗǖƨ � ✓ ⌃⇤ ŗȳƕ ȩ 2 Nࣗ ƕƨ̇ȳƨ �ȩ ǶȳƕʯƉʚǶ˙ƨț˦ ŗʌ
ǑɄțțɄ˝ʌࣖ

�ȩ =

(
{✏} ǶǑ ȩ = ࡱ
�·(�ȩࡹ�) ǶǑ ȩ > ࡱ

�ȳƕ ƕƨ̇ȳƨ �⇤ = [ȩࡱ��ȩࣗ ŗȳƕ �+ = [ȩࡹ��ȩ

ࢁࢅ



éŗɱǶƕࣽbǶɼƨ ɸʯƨʌʚǶɄȳʌ ࣽ �ŗȳǖʯŗǖƨʌ

âɼɄſțƨȭ
*ȹȩɾǮƐƣɮ ȑŗȩǐʠŗǐƣɾ ȹˉƣɮ ⌃ = ,ࡱ} ࣖ{ࡹ

ࣖࡹ Ģǣŗʋ Ǯɾ ࣝࡱ;
ࣖࡽ tǋ |�| = ࣗࡽ ʋǣƣȩ ˍǣŗʋ Ǯɾ ࣝ|ࢅ�|
ࣖࢁ Ģǣŗʋ Ǯɾ ;⇤ࣗ {✏}⇤ࣗ ✏⇤ࣝ
ࣖࢅ ^ȹɮ ˍǣŗʋ � Ǯɾ �⇤ ̃ȩǮʋƣࣝ
ࣖࢉ Ģǣŗʋ Ǯɾ ;+ࣗ {✏}+ࣗ ✏+ࣝ

ࢅࢅ

go all strings of length 0

i E38
3

16

i

ii E.io9
a

Eso UEETOEET
E

42,3 4
EE

c Foe E u ve U

1h21 L L I I dog eat dog eat

L dog cat



�ŗȳǖʯŗǖƨʌࣘ ƨŗʌǶƨʌʚࣗ ƨŗʌ ࣗ˦ ǫŗɼƕࣗ ɼƨŗțț˦ ǫŗɼƕࣗ ɼƨŗțț˦ȩ ǫŗɼƕ

 éƨǖʯțŗɼ țŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ
 éƨǖʯțŗɼ ƨ˥ɱɼƨʌʌǶɄȳʌࣖ
 6b�ࣘ 6ƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ̇ȳǶʚƨ
ŗʯʚɄȭŗʚŗࣖ

 ¥b�ࣘ ¥ɄȳࣽƕƨʚƨɼȭǶȳǶʌʚǶƉ ̇ȳǶʚƨ
ŗʯʚɄȭŗʚŗࣖ

 �ŗȳǖʯŗǖƨʌ ʚǫŗʚ ŗɼƨ ȳɄʚ ɼƨǖʯțŗɼࣖ

 ,Ʉȳʚƨ˥ʚ Ǒɼƨƨ țŗȳǖʯŗǖƨʌ ࣯ʌʚŗƉȕࣱࣖ
 ÿʯɼǶȳǖ ȭŗƉǫǶȳƨʌࣘ 6ƨƉǶƕŗſțƨ
țŗȳǖʯŗǖƨʌࣖ

 ÿ¡ ĎȳƕƨƉǶƕŗſțƨࣩʯȳɼƨƉɄǖȳǶ˲ŗſțƨ
țŗȳǖʯŗǖƨʌ ࣯ǫŗțʚǶȳǖ ʚǫƨɄɼƨȭࣱࣖ

ࢉࢅ


